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Hausaufgabe 1 (5 Punkte)

In der Vorlesung Diskrete Strukturen wird der Begriff des n-Tupels von Elementen ein-
gefiihrt. Fiir eine beliebige Menge A wird gleichzeitig A™ als Bezeichnung fiir die Menge
aller n-Tupel von Elementen aus A zusammen mit gleichbedeutenden Bezeichnungen

AxAx...xA oder AX™

n—fach

definiert. Mengentheoretisch gilt dabei stets ATt #£ A" x A # A x A™.

1. Sei X eine nichtleere Menge. Dann ist (X*2, x5) eine Algebra mit der 2-Tupelbildung
x X9y = (z,y) als Operation. Zeigen Sie, dass die Operation X, nicht assoziativ
ist.

2. Sei ¥ eine nichtleere endliche Menge. Dann ist die Konkatenation o von Wértern
aus 2 eine assoziative Operation. Im Kontext der assoziativen Algebra (3*, o) wird
das Produkt AB von Teilmengen A, B C ¥* definiert und die Potenzierung induk-
tiv durch A" = AA™ eingefiihrt (siehe Vorlesung). Zeigen Sie, dass die folgende
Gleichung fiir alle A C ¥* und m,n € Ny gilt:

AT = AT AT

Zu beachten: Fiir eine beliebige Menge A ist i.A. keine Konkatenation definiert, wohl
aber eine n-Tupelbildung.

3. Sei R C [100] x [100] eine binére Relation iiber der Menge [100] = {1,2,...,99,100}
von natiirlichen Zahlen mit R = {(z,y) € [100] x [100]; 3z = y} . Die Potenzie-
rung R"™ ist bekanntlich beziiglich der assoziativen Komposition o von Relationen
definiert.

Berechnen Sie R?* und R* = U,>1 " als endliche Listen.

Hausaufgabe 2 (5 Punkte)

Sei X ein Alphabet. Zeigen Sie fiir alle formalen Sprachen A iiber ¥ die folgenden Aussa-
gen.

1. A* = A" & e € A. (Beachten Sie: AT = AA*.)
2. AACA & A= AT,



3. Zeigen Sie fiir alle A#0: ACAA & c€ A.

Bemerkung: In algebraischer Sprechweise heifit A abgeschlossen beziiglich der Konkaten-
ation o, falls AA C A gilt, und A ist in diesem Fall eine Unterhalbgruppe von (3*, o).
Entsprechend ist A die von A erzeugte Halbgruppe (oder Unterhalbgruppe). Falls AA C A
und € € A gelten, heifit A ein Untermonoid von (¥*,0). A* ist das von A erzeugte Monoid
(oder Untermonoid).

Hausaufgabe 3 (5 Punkte)

Zeigen oder widerlegen Sie: Seien u,v € ¥* Worter mit u # €, v # € und uv = vu. Dann
existiert ein z € ¥* mit v = 2™ und v = 2" fiir gewisse m,n € N.

Hinweis: Verwenden Sie die Notation w;, um den i-ten Buchstaben eines Wortes w zu
bezeichnen. Dabei bezeichnet w; den ersten Buchstaben.

Hausaufgabe 4 (5 Punkte)

Sei 3 = {(, )} der Zeichenvorrat mit einer 6ffnenden und einer schliefenden Klammer. Fiir
w € ¥* definieren wir |w|( bzw. |w|) als die Anzahl der in w enthaltenen éffnenden bzw.
schliefenden Klammern. u ist ein Anfangsteilwort (Praefix) von w, falls es ein Wort v
gibt, so dass w = wv gilt. Wir nennen ein nichtleeres Wort w € ¥* positiv, falls |u| > |ul)
fiir alle nichtleeren Anfangsteilworter u von w gilt.

Bestimmen Sie die Anzahl der positiven Worter iiber 3 der Lénge n € N/

Hinweis: Benutzen Sie die Formel zur Losung des Ballot-Problems aus der Vorlesung
Diskrete Strukturen (WS 12/13) wie folgt.

Ballot-Problem: Bei einer Wahl erhélt Kandidat A a Stimmen und Kandidat B b Stimmen,
mit a > b > 0. Die Stimmzettel werden sequentiell ausgezéhlt. Wie viele Zéhlfolgen gibt
es, so dass A nach jedem Schritt in Fithrung ist?

Losung: Die gesuchte Anzahl ist Zjﬁ(“:b), oder a.a., %(“Zb)




Hinweis: Die Vorbereitungsaufgaben bereiten die Tutoraufgaben vor und werden in der Zen-
traliibung unterstiitzt. Tutoraufgaben werden in den Ubungsgruppen bearbeitet. Hausaufgaben
sollen selbststdndig bearbeitet und zur Korrektur und Bewertung abgegeben werden.

Vorbereitung 1
Eine Grammatik G sei gegeben in BNF-Form durch

S —aSdd, S — {b}|{c}.
Geben Sie G als kontextfreie Grammatik G = (V, {a,b,c,d}, P, S) an.

Vorbereitung 2

Gegeben sind folgende Grammatiken:
Gl = ({S}v {a7b7+7 (7)}7 {S_> a, S_)b7 S— S+S’ S — (S)}’ S)’
Gy = ({5}, fa.b.+. ()}, {S—~a § = b § —a+S, § — b+S, § — (9}, 5).

1. Ordnen Sie die Grammatiken in die Chomsky-Hierarchie ein.

2. Geben Sie jeweils einen Ableitungsbaum fiir das Wort a+(b+a) an.

3. Gilt L(Gy) = L(G,)?

Vorbereitung 3

Wir betrachten einen endlichen deterministischen Automat A = (Q, %, 0, qo, F'), der durch
die folgende Grafik gegeben ist.

0

1. Ubersetzen Sie die Grafik in eine extensionale
Mengenschreibweise (Darstellung durch Auflis-

1
0 1 tung> fiir Q7 27 6 und F'.
0

H 2. Bestimmen Sie 6(8(qy,0),1) und 6(go, 10)!
1
0,1 3. Geben Sie ein moglichst einfaches Kriterium an,
0 mit dem man entscheiden kann, ob ein Wort
! w € ¥* von A akzeptiert wird.

Vorbereitung 4

Geben Sie jeweils einen endlichen Automat (als Graph und Ubergangsrelation) an, der
iber dem Alphabet 3 = {0, 1} folgende Sprache akzeptiert:

1. Die Menge aller Worter, die das Teilwort 1110 enthalten.
2. Die Menge aller Worter, bei denen die Anzahl der Einsen durch 3 teilbar ist.

3. Die Menge aller Worter, die mit 10 beginnen und auf 01 enden.



Tutoraufgabe 1

Wir beziehen uns auf die in der Vorbereitungsaufgabe 2 definierten Grammatiken G; und
G,.
1. Zeigen Sie: Fir alle wy, wy € L(Gy) ist auch (wy+ws) € L(Gy).
Gilt diese Aussage auch fiir G5?

2. Sind die Grammatiken G bzw. G4 eindeutig?

Tutoraufgabe 2

Wir betrachten die Sprache L aller Worter iiber dem Alphabet ¥ = {0,1}, die entweder
mit 1 beginnen und gleichzeitig mit 1 enden oder die mit 0 beginnen und gleichzeitig mit
0 enden.

1. Geben Sie einen deterministischen endlichen Automaten (DFA) an, der L akzeptiert,
und zeigen Sie, dass es unendlich viele DFA gibt, die L akzeptieren.

2. Geben Sie einen nichtdeterministischen endlichen Automaten (NFA) mit hochstens
4 Zusténden an, der L akzeptiert.

Tutoraufgabe 3

Sei ¥ = {0,1,2,3} die Zeichenmenge der Ziffern von 0 bis 3. Sei @ die Sprache
der Zahldarstellungen zur Basis 4 ohne fithrende Nullen. #(z) sei die der Darstel-
lung x zugeordnete ganze Zahl. (Beispiel: 0 € @, 2013 € @, 02013 ¢ Q. Es gilt
#(20134) =4 - 414243 + 41 + 3 - 4% = #(135y9).)

Sei L ={w € Q; #(w) mod 3 =2}.
1. Konstruieren Sie einen deterministischen endlichen Automaten A, der L akzeptiert.

2. Beweisen Sie, dass A die Sprache L akzeptiert, d.h., dass L(A) = L gilt.



