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Hausaufgabe 1 (5 Punkte)

Mit (z,y) bezeichnen wir das 2-Tupel von Objekten x,y. Es gilt (z1,41) = (22, y2) genau
dann, wenn z; = x5 und y; = y, gelten. Uberdies wird Tupelbildung stets so verstanden,
dass  # (x,y) und y # (z,y) fir alle Objekte x und y gilt. Eine Menge U nennen wir
abgeschlossen gegeniiber 2-Tupelbildung, falls die folgende Implikation A2 gilt:

(A2) r,ye U= (z,y) €U.

1. Sei F eine Menge (a.a. eine Familie) von Mengen, die abgeschlossen sind gegeniiber
2-Tupelbildung. Zeigen Sie, dass dann auch der Durchschnitt aller Mengen aus F
abgeschlossen ist gegeniiber 2-Tupelbildung, d.h.

ﬂ U ist abgeschlossen gegeniiber 2-Tupelbildung.
UeF

Hinweis: Falls F' endlich ist mit F' = {Uy, Us,...,U,}, dann gilt

U=U:n:N...00,.

UeF

2. Sei M eine Menge. Wir definieren

(a) SO =M und Si+1 = SZ U (Sl X Sl) fir alle 7 € NQ,
(b) M*2 =,y Si.

1€Ng

Zeigen Sie: M*? ist die beziiglich Mengeninklusion kleinste, gegeniiber 2-
Tupelbildung abgeschlossene Menge U, die M umfasst, d.h., dass M C U gilt.

Bemerkung: Man nennt M*? die gegeniiber 2-Tupelbildung abgeschlossene Hiille
von M. Sie besitzt zwei Darstellungen:

M*? = ﬂ u = U Si . (Def. S; siehe 2a)

(UDM, U erfiillt A2) 1€Np

Wir setzen wie iiblich voraus, dass das Universum der zugrundeliegenden Mengenlehre
hinreichend grof} ist.



Hausaufgabe 2 (5 Punkte)
Seien ¥ = {a, b} und ¥* die Menge aller Worter iiber . Man zeige:

1. Die Menge * ist abzéhlbar.
2. Die Menge F(X*) aller {0, 1}-wertigen Funktionen ¢ : ¥* — {0, 1} ist nicht abz&hl-

bar.

Hausaufgabe 3 (5 Punkte)
Wahr oder falsch? Begriinden Sie Thre Antwort!

1. |X"| = |X|™ fiir alle n € Ny und endlichen Mengen .

2. Fiir alle formalen Sprachen A, B,C gilt Ax (BNC)=(Ax B)Nn(AxC).

3. Fiir alle formalen Sprachen A, B, C gilt A(BNC) = (AB) N (AC).

4. Seien ¥ ein Alphabet und A C ¥* mit |A| = n € N. Wir nehmen ¢ € A an. Es gilt
|A x A%] < n(n*—n+1).

Hausaufgabe 4 (5 Punkte)
Seien 3 = {a, b} und A = {aa,b}. Geben Sie jeweils, wenn moglich, mindestens 3 Worter
an, die innerhalb bzw. auflerhalb der folgenden Sprachen liegen. Man beachte 0 ¢ N.

L. Li={we¥; Jue A?: w=u’}.
Ly = {(a®*b™)"; n € N}.
Ly ={w e X*; w? =w'}.

Ly={we A" [u] <2}.

SR

Ly = {(ab)™(bb)"; myn € Nund n < m}.

Zusatzaufgabe 1 (Wird nicht korrigiert.)
Sei S eine beliebige nichtleere Menge. Man zeige:

1. Es gibt eine mengentheoretisch kleinste Aquivalenzrelation 7 iiber S*2, so dass fiir

alle x,y, z € S*? gilt
(z,(y,2)) =« ((z,9),2).
2. Wir definieren S® = {[z],; = € $*?} und die Operation ® iiber S% mit
(2] @ [y]x = [(z, )], fiir alle z,y € S,
Die Algebra (S%,®) ist eine Halbgruppe und heifit Tensorprodukt iiber S.

Es darf vorausgesetzt werden, dass die Operation ® wohldefiniert ist.

3. Das Tensorprodukt (X® ®) iiber einem nichtleeren Alphabet ¥ ist isomorph zur
Halbgruppe (X7, 0) aller nichtleeren Worter iiber ¥ mit der Konkatenation o.

Hinweis: Definieren Sie eine (®,o)-isomorphe Abbildung von ¥ auf X+ und be-
griinden Sie Thre Konstruktion!



Hinweis: Die Vorbereitungsaufgaben bereiten die Tutoraufgaben vor und werden in der Zen-
traliibung unterstiitzt. Tutoraufgaben werden in den Ubungsgruppen bearbeitet. Hausaufgaben
sollen selbststdndig bearbeitet und zur Korrektur und Bewertung abgegeben werden.

Vorbereitung 1

1. Seien A = {¢,a,ab} und B = {a,ba}. Bestimmen Sie |A?|, |AB| und |BA].
2. Seien A, B,C;D C ¥* mit A C C und B C D. Zeigen Sie
ABCCD.

Erinnerung: Eine Teilmengenbeziehung M C N zeigt man, indem man ein w € M
annimmt und dann zeigt, dass w € N folgt.

Vorbereitung 2

Seien Y. ein Alphabet und A, B,C'" C X* formale Sprachen. Beweisen Sie die folgenden
Aussagen:

1. (i) A(BNC)CABNAC. (i) BCC = ABC AC.

Hinweis: Es handelt sich hier um zwei dquivalente Monotonieeigenschaften.
2. ACB=— A"C B"™ firalleneN,.
3. ACB=— A*C B*.

Vorbereitung 3

In Lemma 1.7 der Vorlesung wurde gezeigt, dass >* abzahlbar ist. Ist dann jede Teilmenge
von X* ebenfalls abzéhlbar? Beweis!

Vorbereitung 4
Betrachten Sie die Phrasenstrukturgrammatik G = ({S}, {a, b, c}, {S — ab, S — aSb},S).

1. Geben Sie L(G) an.

2. Geben Sie eine Grammatik G' = (V'3 P', ") mit L(G'") = L(G) an, deren Regeln
die Form A — z oder A — xB oder A — By haben, wobei A, B € V' und z,y € ¥’
seien.

3. Beweisen Sie L(G') = L(G).



Tutoraufgabe 1 (Rechenregeln)

Sei Y. ein nichtleeres Alphabet. Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:
1. Fir alle A C ¥* gilt |A x A| = |AA|.

2. Fiir alle A C ¥* gilt A*A* = A*.

Tutoraufgabe 2 (Abzihlbar viele Typ-0-Sprachen)

Wir schranken die Darstellung von Grammatiken vom Typ 0 ein, indem man, dhnlich wie
bei der Definition der formalen Sprache der Priadikatenlogik, ein abzédhlbares Alphabet Y.,
vorgibt, aus dem alle Zeichen zur Definition einer konkreten Grammatik entnommen wer-
den. Offenbar kann man alle formalen Sprachen vom Typ 0 durch einfache Umbenennung
der Elemente des Zeichenvorrats aus eingeschréinkten Typ-0-Grammatiken gewinnen.

In der Vorlesung wurde nahegelegt, dass es formale Sprachen gibt, die nicht eine Sprache
vom Typ 0 sind. Begriinden Sie, dass die folgenden Aussagen gelten:
1. Jede formale Sprache ist abzahlbar.

2. Es gibt eine formale Sprache, die nicht vom Typ 0 ist.

Tutoraufgabe 3 (Herstellung der Monotoniebedingung)
Sei G = (V, 3, P, S) eine Phrasenstrukturgrammatik, so dass fiir alle Regeln o« — € P
gilt a € V und € ¥* U X*V. Beweisen Sie, dass L(G) regulér ist.

Hinweis: Die Forderung § € ¥* U ¥*V ldsst nullierbare Variablen # S zu. Man kann die
Grammatik G deshalb nullierbar requldr nennen.

Tutoraufgabe 4 (Monotonie und Kontextsensitivitiit)

Zeigen Sie, dass fiir jede (lingen-)monotone Phrasenstrukturgrammatik G' = (V, %, P, S)
die erzeugte Sprache L(G) kontextsensitiv ist.



