Definition 109
Eine Konfiguration einer Turingmaschine ist ein Tupel (o, ¢, ) € T* x Q x T'*.

Das Wort w = a8 entspricht dem Inhalt des Bandes, wobei dieses rechts und links von
w mit dem Leerzeichen [ gefiillt sei. Der Schreib-/Lesekopf befindet sich auf dem
ersten Zeichen von 1.

Die Startkonfiguration der Turingmaschine bei Eingabe x € ¥* entspricht der
Konfiguration
(67 q0, .’E) ;

d.h. auf dem Band befindet sich genau die Eingabe = € ¥*, der Schreib-/Lesekopf
befindet sich {iber dem ersten Zeichen der Eingabe und die Maschine startet im
Zustand qp.
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Je nach aktuellem Bandinhalt und Richtung d € {L,B,N} ergibt sich bei Ausfiihrung
des Zustandsiibergangs d(q, 1) = (¢, ¢, d) folgende Anderung der Konfiguration:

(a1 an,q',cB2- - PBm) falls d = N,
n>0m>1
(6,q,0cB2 - Bm) fallsd = L,
n=0m2>1
(a1 an_1,¢ ancBs--Bm) fallsd=1L,
(1 s, B1 - Bn) = i
(o1~ ane,q,0) falls d = R,
n>0m=1
(a1 anc, ¢, B2 Bm) falls d = R,
n>0m>2

Der Fall m = 0 wird mittels 8; = [0 abgedeckt.
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Definition 110
Die von einer Turingmaschine M akzeptierte Sprache ist

L(M)={x €% (eq,x) =" (a,q,8) mit g € F,a, 5 € I'*}

Manchmal sagen wir (in Anspielung auf ein mechanistisches Modell einer
Turingmaschine), dass eine Turingmaschine in einem Zustand g, hilt, falls eine
Konfiguration (a, gi,c83) mit ¢ € T erreicht wird und &(qy, ¢) nicht definiert ist. g,
kann dabei akzeptierend sein oder auch nicht.
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5.2 Linear beschriankte Automaten

Definition 111
Eine Turingmaschine heiBt linear beschrankt (kurz: LBA), falls fiir alle g € Q gilt:

(¢, c,d) € 5(q,0) — c=01.

Des weiteren muss die Bewegung d des Kopfes so sein, dass die vorherige
Kopfbewegung wieder aufgehoben wird.

Ein Leerzeichen wird also nie durch ein anderes Zeichen iiberschrieben. Mit anderen
Worten: Die Turingmaschine darf ausschliesslich die Positionen beschreiben, an denen
zu Beginn die Eingabe x steht.
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Satz 112
Die von linear beschrinkten, nichtdeterministischen Turingmaschinen akzeptierten
Sprachen sind genau die kontextsensitiven (also Chomsky-1) Sprachen.

Beweis:

Wir beschreiben nur die Beweisidee.

»==": Wir benutzen eine Menge von Nichtterminalsymbolen, die @ x X enthilt, fiir
die Grammatik. Die Grammatik erzeugt zunichst alle akzeptierenden Konfigurationen

(der Form ag¢ 8 mit g5 € F'), wobei g und 31 zusammen als ein Zeichen codiert sind.

Sie enthalt weiterhin Regeln, die es gestatten, aus jeder Satzform, die eine
Konfiguration darstellt, alle méglichen unmittelbaren Vorgangerkonfigurationen (der
gleichen Linge!) abzuleiten. Die zur Anfangskonfiguration (e, g, w) gehdrige Satzform
ist damit ableitbar gdw der LBA das Wort w akzeptiert.
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Satz 112
Die von linear beschrinkten, nichtdeterministischen Turingmaschinen akzeptierten
Sprachen sind genau die kontextsensitiven (also Chomsky-1) Sprachen.

Beweis:

Wir beschreiben nur die Beweisidee.

,<="1 Wir simulieren mittels des LBA nichtdeterministisch und in Riickwartsrichtung
die moglichen Ableitungen der kontextsensitiven Grammatik und priifen, ob wir die
Satzform S erreichen kénnen. Da die Grammatik langenmonoton ist, nimmt der vom
LBA bendtigte Platz nie zu. O
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Beispiel 113
Die Sprache L = {a™b™c™ | m € Ng} ist kontextsensitiv.
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Satz 114
Das Wortproblem fiir LBAs bzw. fiir Chomsky-1-Grammatiken ist entscheidbar.

Beweis:

Siehe z.B. die Konstruktion zum vorhergehenden Satz bzw. Ubungsaufgabe.
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Satz 115
Die Klasse CSL der kontextsensitiven (bzw. Chomsky-1) Sprachen ist abgeschlossen
unter den folgenden Operationen:

Beweis:

Der Beweis fiir die ersten vier Operationen ergibt sich unmittelbar aus den
Eigenschaften linear beschrankter Automaten, der Abschluss unter Komplement wird
spater gezeigt (,,Induktives Zihlen").
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Satz 116

Folgende Probleme sind fiir die Klasse der Chomsky-1-Sprachen bzw. -Grammatiken
nicht entscheidbar:

@ Leerheit
Q Aquiva/enz
© Durchschnitt (leer, endlich, unendlich)

Beweis:
ohne Beweis.
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5.3 Chomsky-0-Sprachen

Satz 117

Zu jeder (nichtdeterministischen) TM N gibt es eine deterministische TM (DTM) M
mit

Beweis:

Die DTM erzeugt in BFS-Manier, fiir k =0, 1,.. ., alle Konfigurationen, die die TM N
in k Schritten erreichen kann. Sie h3lt gdw sich dabei eine akzeptierende Konfiguration
ergibt.
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Satz 118

Die von (nichtdeterministischen oder deterministischen) Turingmaschinen akzeptierten
Sprachen sind genau die Chomsky-0-Sprachen.

Beweis:

Wir beschreiben nur die Beweisidee.

,—": Die Grammatik erzeugt zunichst alle akzeptierenden Konfigurationen (der
Form aq¢B mit g5 € F'). Sie enthalt weiterhin Regeln, die es gestatten, aus jeder
Satzform, die eine Konfiguration darstellt, alle moglichen unmittelbaren
Vorgangerkonfigurationen abzuleiten. Die zur Anfangskonfiguration (e, go, w) gehorige
Satzform ist damit ableitbar gdw die TM das Wort w akzeptiert.

Die Produktionen ergeben sich kanonisch aus der Ubergangs-

relation der TM. Sie sind i.a. nicht mehr langenmonoton!
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Satz 118
Die von (nichtdeterministischen oder deterministischen) Turingmaschinen akzeptierten
Sprachen sind genau die Chomsky-0-Sprachen.

Beweis:

Wir beschreiben nur die Beweisidee.

»<=": Wir simulieren mit der TM alle Ableitungen der Chomsky-0-Grammatik in
BFS-Manier und akzeptieren, falls eine solche Ableitung das Eingabewort z ergibt.
Man beachte, dass die konstruierte TM nicht unbedingt immer halt!

Eine andere Idee ist, wie im LBA-Fall die Ableitungen riickwarts zu simulieren. ]
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6. Ubersicht Chomsky-Hierarchie

6.1 Die Chomsky-Hierarchie
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Typ 3 | reguldre Grammatik, rechts-/linkslineare Grammatik
DFA
NFA
regularer Ausdruck
DCFL | LR(k)-Grammatik
deterministischer Kellerautomat
Typ 2 | kontextfreie Grammatik
(nichtdeterministischer) Kellerautomat
Typ 1 | kontextsensitive Grammatik
(nichtdet.) linear beschrankter Automat (LBA)
Typ 0 | Chomsky-Grammatik, Phrasenstrukturgrammatik

det./nichtdet. Turingmaschine
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6.2 Wortproblem

Typ 3, gegeben als DFA lineare Laufzeit

DCFL, gegeben als DPDA | lineare Laufzeit (*)

Typ 2, CNF-Grammatik CYK-Algorithmus, Earley-
Algorithmus, Laufzeit O(n?)
Typ 1 exponentiell

Typ O —

(*) Ein DPDA in Normalform kann noch so modifiziert werden, dass jede Folge von
e-Ubergingen aus einer Folge von pop-Operationen gefolgt von einer Folge von
push-Operationen besteht, wobei die Lange der letzteren durch eine (von |Q)|
abh&ngige) Konstante beschrinkt ist. Daraus folgt dann sofort, dass die Gesamtlaufzeit
linear in der Eingabeldange ist.
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6.3 Abschlusseigenschaften

Schnitt | Vereinigung | Komplement | Produkt | Stern
Typ 3 ja ja ja ja ja
DCFL nein nein ja nein nein
Typ 2 nein ja nein ja ja
Typ 1 ja ja ja, siehe hier ja ja
Typ 0 ja ja nein (*) ja ja

(*) wird im nachsten Kapitel gezeigt!
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