Die Produktkonstruktion fiir DFAs

Zwei DFAs laufen parallel und synchron, ein Eingabewort wird akzeptiert gdw beide
Automaten es akzeptieren.

Satz 45
Seien M = (Ql, >, 01, Sl,Fl) und My = (Q2, 3, 09, S9, FQ) zwei DFAs. Dann ist der
Produkt-Automat

M = (Ql X Q27Z75a (51732)7F1 X FQ)

mit §((q1,q2),a) := (01(q1,a), d2(q2, a)) fiir alle g1 € Q1,q2 € Q2 und a € ¥ ein DFA,
der L(My) N L(Myz) erkennt.
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Beweis:
Induktion iber |w]|. Es gilt:

5((s1,82),w) € F1 x Fy
(81(81,11}),82(32,’[1))) € F| x Fy
81(51,’[0) e Fi N 82(82,’(0) e Fy
w e L(Ml) Nw &€ L(M2

w e L(My) N L(Ms).

w € L(M)

teo 00

Frage: Funktioniert die Produktkonstruktion fiir den Durchschnitt auch bei NFAs?
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Definition 46
Die Umkehrung(Spiegelung) eines Wortes w = ay - - - ay, ist

W= Ap - aq .
Die Umkehrung einer Sprache L ist

L= {whwelL}.

Satz 47
Ist L eine regulire Sprache, dann auch L%.
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Beweis:
Sei M = (Q,%,0,qo, F) ein DFA mit L = L(M). Wir konstruieren einen e-NFA

N = (Q S {q6}7 Ea 6/7 Q(/)a {qO}) wie fOlth
@ wir kehren alle Uberginge um, d.h., §(¢,a) = p gdw ¢ € &' (p);
e wir fiigen einen neuen Startzustand g hinzu, mit e-Ubergingen zu allen f € F;

e wir machen ¢p zum (alleinigen) Endzustand von N.

Indem man die Folge der Uberginge von M bei einer beliebigen Eingabe w € ©*
riickwarts verfolgt, ist nun leicht zu sehen, dass

L(N)=L~%.
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Definition 48

Substitution (mit reguldren Mengen) ist eine Abbildung, die jedem a € ¥ eine regulére
Sprache h(a) zuordnet. Diese Abbildung wird kanonisch auf ¥* erweitert.

Ein Homomorphismus ist eine Substitution, so dass fiir alle a € ¥ die Menge h(a)
genau ein Wort enthilt, also |h(a)| = 1.

Satz 49
Regulare Sprachen sind unter (reguldrer) Substitution, Homomorphismus und inversem
Homomorphismus abgeschlossen.
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Beweis:
Wir zeigen (nur) die Behauptung fiir den inversen Homomorphismus.
Sei h: A — X* ein Homomorphismus, und sei R C X* regular.

Zu zeigen: h=1(R) C A* ist regulir.
Sei A= (Q,%,6,q0, F), L(A) = R.
Betrachte A" = (Q, A, ¥, qo, F), mit

§'(q,a) = (¢, h(a)) VgeQ,acA.

Also gilt

5" (qo, w) = 8(qo, h(w)) € F < h(w) € R < w € h™ (R)
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Definition 50
Seien Ly, Ly C ¥*. Dann ist der Rechtsquotient

Ly/Ly = {z € X% (Jy € Ly)[zy € L]} .

Satz 51
Seien R, L C ¥*, R reguldr. Dann ist R/L regular.

Beweis:
Sei A DFA mit L(A) = R, A = (Q, %, 6, qo, F).

F' = {qe@; (ByeL)dqy) e Fl}
A/ = (Q,E,(s, CIO7FI)

Dann ist L(A') = R/L. O
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Lemma 52 .
Es gibt einen Algorithmus, der fiir zwei (nichtdeterministische, mit e-Ubergangen)
endliche Automaten A1 und As entscheidet, ob sie dquivalent sind, d.h. ob

L(A1) = L(A2) .

Beweis:
Konstruiere einen endlichen Automaten fiir (L(A;) \ L(A2)) U (L(A2) \ L(A1))
(symmetrische Differenz). Priife, ob dieser Automat ein Wort akzeptiert. O
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Satz 53 (Pumping Lemma fiir reguldre Sprachen)
Sei R C ¥* reguldr. Dann gibt es ein n > 0, so dass fiir jedes z € R mit |z| > n es
u, v, w € X* gibt, so dass gilt:

Q 2z =uww,

Q |uv| < n,

Q |v| > 1, und

Q Vi>0: wwe R.
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Beweis:
Sei R=L(A),A=(Q,%,0,q,F).

Sei n = |Q|. Sei nun z € R mit |z| > n.

Sei go = ¢©, ¢, ¢@ ... ¢U#D die beim Lesen von z durchlaufene Folge von

Zustanden von A. Dann muss es 0 < i < j < n < |z| geben mit ¢ = ¢,

Seien nun wu die ersten i Zeichen von z, v die niachsten j — i Zeichen und w der Rest.

=z = ww,|v] > 1,|uw| <n,uwwlwe R VI >0.
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Beispiel fiir die Anwendung des Pumping Lemmas:

Satz 54
L ={0™"; m > 0} ist nicht regular.

Beweis:
Angenommen, L sei doch regular.
Sei n wie durch das Pumping Lemma gegeben. Wahle m > n. Dann gibt es ein r mit
1 <r < n, so dass gilt:
0™+ € L fiir alle i € No .

Aber:
m?2<m?+r<m*+m<mi+t2m+1l=(m+1)*!
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Denkaufgabe:

THEO
@©Ernst W. Mayr

{a'b?; i > 0} ist nicht regular.
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Definition 55
Sei L C ¥* eine Sprache. Definiere die Relation =7 C ¥* x ¥* durch

r=pye VzeXMzze L < yz e L

Lemma 56
=, ist eine rechtsinvariante Aquivalenzrelation.

Dabei bedeutet rechtsinvariant:

=y = zu=p yu fir alle u .

Beweis:
Klar!
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Satz 57 (Myhill-Nerode)
Sei L C ¥*. Dann sind 4quivalent:
Q L ist regulir
@ =, hat endlichen Index (= Anzahl der Aquivalenzklassen)

© L ist die Vereinigung einiger der endlich vielen Aquivalenzklassen von =,
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Beweis:
(1)=(2):

Sei L = L(A) fiir einen DFA A = (Q, %, 9, qo, F').

Dann gilt R R
0(q0,x) = 0(q0,y) = z=ry.

Also gibt es hdchstens so viele Aquivalenzklassen, wie der Automat A Zustinde hat.
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Beweis:
(2)=(3):

Sei [z] die Aquivalenzklasse von z, y € [z] und z € L.

Dann gilt nach der Definition von =y

yeL
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Beweis:
(3)=(1):
Definiere A’ = (Q', X, ¢, ¢}, F') mit

Q = {z]; ze¥*}  (Q endlich!)

G = [
§([z],a) = [za] VzeX*,aeX  (konsistent!)
F' = {[z]; z €L}

Dann gilt:
LA =L
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