Satz 28
Sei M = (Q,%,6,q0, F) ein deterministischer endlicher Automat und

P = {q¢—aqd; 6(qa)=¢}U{qg—a; 6(q,a) € F}

eine Menge von Produktionen, zu der wir, falls qo € F, noch die Produktion qy — €
hinzufiigen (und dann, falls nétig, ndmlich wenn qo auf der rechten Seite einer
Produktion vorkommt, die Monotoniebedingung wiederherstellen).

Dann ist die Grammatik G = (Q, %, P, qo) regular.

Beweis:
Offensichtlich! O
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Beispiel 29

THEO
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Produktionen:

q0
q1
q2
q3
g2
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q0

VR

aqi
aqz
aqs
aqo
a

q0
q1
q2
q3
q0

AN

—  aq; — abqg

bgs
bqo
bqy
bz

—  abaq; — abaags

—  abaaa € L(G)




Satz 30
Sei M = (Q,%,0,qo, F) ein endlicher deterministischer Automat. Dann gilt fiir die
soeben konstruierte regulire Grammatik G

Beweis:

Der Fall w = € ist klar. Sei nun w = ajas - --a, € 1. Dann gilt gemaB Konstruktion:

we L(M)

< 3qo,q1,...,q, € Q: qo Startzustand von M,
Vi=0,...,n—1:0(qi,aiy+1) = Gi+1, @n € F

< 3qo,q1,...,qn_1 € V: qo Startsymbol von G
go — a1q1 — a1a2ga —» +++ —> a1 - Ap—19n—1 —
— a1 ap-10n

& we L(G)

THEO 3.1 Deterministische endliche Automaten
@©Ernst W. Mayr




3.2 Nichtdeterministische endliche Automaten

Definition 31

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (englisch: nondeterministic finite
automaton, kurz NFA) wird durch ein 5-Tupel N = (@, %, 0, S, F') beschrieben, das
folgende Bedingungen erfiillt:

@ ( ist eine endliche Menge von Zustinden.

@ Y ist eine endliche Menge, das Eingabealphabet, wobei Q N X = ().
© S C Q ist die Menge der Startzustidnde.

Q@ I C @ ist die Menge der Endzustdnde.

Q /:Q x X — P(Q) heiBt Ubergangsrelation.
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Die von N akzeptierte Sprache ist

~

L(N) :={w € X% (S, w) N F # 0},
wobei 4 : P(Q) x £* — P(Q) wieder induktiv definiert ist durch
Q) = Q@ vQ'cQ
6(Qaz) = o(| 8(g.a),0) VQ'CQVae N Ve

qeqQ’
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Beispiel 32 0,1

O——0

NFA fiir Binarzeichenreihen, deren viertletztes Zeichen 1 ist
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3.3 Aquivalenz von NFA und DFA

Satz 33
Fiir jede von einem nichtdeterministischen endlichen Automaten akzeptierte Sprache L

gibt es auch einen deterministischen endlichen Automaten M mit

L=L(M).
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Beweis:
Sei N = (Q,%,4,5, F) ein NFA.

Definiere
Q M :=(Q,%,,qpF), mit
Q@ Q' :=PQ) (P(Q) = 22 Potenzmenge von Q)
Q 0'(Q",a) == Uy eqn (¢, a) firalle Q" € Q' a € X
Q ¢:=5
Q@ F={Q"CQ; Q"NF#0}

Also

NFAN: Q@ £ 6 S F
DFA M': 2¢ © ¢ S F’
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Beweis (Forts.):

Es gilt:

Der zugehérige Algorithmus zur Uberfiihrung eines NFA in einen DFA heiBt
Teilmengenkonstruktion, Potenzmengenkonstruktion oder Myhill-Konstruktion.

THEO 3.3 Aquivalenz von NFA und DFA
@©Ernst W. Mayr




3.4 NFA’s mit -Ubergingen

Definition 34 )
Ein (nichtdeterministischer) endlicher Automat A mit e-Ubergangen ist ein 5-Tupel
analog zur Definition des NFA mit

5:Q % (Sw{ed) = PQ).

Ein e-Ubergang wird ausgefiihrt, ohne dass ein Eingabezeichen gelesen wird. Wir
setzen 0.B.d.A. voraus, dass A nur einen Anfangszustand hat.

0 1
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Definiere fiir alle a € ¥ B R
d(gq,a) :==9d(q, e ac”) .

Falls A das leere Wort € mittels e-Ubergingen akzeptiert, also F N S(qo, €*) # (), dann
setze zusatzlich
F:=FU{q} .

Satz 35

A

w e L(A) < 6(S,w)N F#£0.

Beweis:
Hausaufgabe! O
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3.5 Entfernen von e-Ubergingen

Satz 36

Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten A mit e-Ubergangen gibt es

einen nichtdeterministischen endlichen Automaten A’ ohne e-Ubergénge, so dass gilt:

L(A) = L(A")

Beweis: B
Ersetze § durch 6 und F durch F’ mit

o [F e ¢ L(4)
FU{g} eeL(4)
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Beispiel 37
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3.6 Endliche Automaten und regulare Sprachen

Satz 38

Ist G = (V,%, P, S) eine rechtslineare (also reguldre) Grammatik (0.B.d.A. sind die
rechten Seiten aller Produktionen aus X UXV ), soist N = (VW {X},%,6,{S}, F),
(wobei X ein neues Nichtterminal-Symbol ist), mit

{S,X}, fallsS—eecP
{X}, sonst

und, fiir alle A,B €V, a € ¥ U {e},

B e d(A,a) = A —aB und
X €0(A,a) = A—a

ein nichtdeterministischer endlicher Automat, der genau L(G) akzeptiert.
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Beweis: )
Aus der Konstruktion folgt, dass N ein NFA ist (i.A. mit e-Ubergéngen).
Durch eine einfache Induktion iiber n zeigt man, dass eine Satzform

aias - an—1A bzw. aras - - - ap,

in G genau dann ableitbar ist, wenn fiir die erweiterte Ubergangsfunktion 6 des zu N
aquivalenten NFA ohne e-Ubergange gilt:

Ae S(S,alag Cep—1)

bzw.

N

X €0(S,a1az---ay)
(bzw., fiir n = 0, F N6(S,€) # 0).
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Zusammenfassend ergibt sich:

Satz 39
Die Klasse der reguldren Sprachen (Chomsky-3-Sprachen) ist identisch mit der Klasse
der Sprachen, die

e von DFA’s akzeptiert/erkannt werden,
@ von NFA's akzeptiert werden,

e von NFA’s mit e-Ubergangen akzeptiert werden.

Beweis:

Wie soeben gezeigt. O
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3.7 Reguldre Ausdriicke

Reguldre Ausdriicke sollen eine kompakte Notation fiir spezielle Sprachen sein, wobei
endliche Ausdriicke hier auch unendliche Mengen beschreiben kdnnen.

Definition 40
Regulare Ausdriicke sind induktiv definiert durch:
@ 0 ist ein regulirer Ausdruck.
@ ¢ ist ein reguldrer Ausdruck.
© Fiir jedes a € X ist a ist ein reguldrer Ausdruck.

© Wenn « und 3 reguldre Ausdriicke sind, dann sind auch («), a8, («|B) (hierfiir
wird oft auch (a + ) geschrieben) und («)* reguldre Ausdriicke.

© Nichts sonst ist ein reguldrer Ausdruck.

Bemerkung: Ist « atomar, so schreiben wir statt («)* oft auch nur a*.
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Zu einem reguldren Ausdruck ~ ist die zugehdrige Sprache L(7) induktiv definiert
durch:

Definition 41

@ Falls v =0, so gilt L(y) = 0.
@ Falls v =¢, so gilt L(y) = {e}.
@ Falls v = q, so gilt L() = {a}.
Q Falls v = («), so gilt L(y) = L(«).
@ Falls v = af, so gilt
L(v) = L(a)L(B) = {uv; u € L(a),v € L(B)} .
Q Falls vy = (a| f), so gilt

L(v) = L(e) UL(B) = {u; u € L(e) Vu € L(B)} .
@ Falls v = ()", so gilt
L(y) = L(a)" = {ujua ... up; n € No,u1,...,u, € L(a)} .
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Beispiel 42
Sei das zugrunde liegende Alphabet ¥ = {0, 1}.

o alle Worter, die gleich 0 sind oder mit 00 enden:

(01 (0]1)700)
@ alle Woérter, die 0110 enthalten:

(0]1)*0110(0[1)*
o alle Worter, die eine gerade Anzahl von 1'en enthalten:

(0*10*1)*0"
o alle Worter, die die Binardarstellung einer durch 3 teilbaren Zahl darstellen, also
0,11,110,1001,1100, 1111, 10010, .. .

Hausaufgabe!
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