
Die zu �uberpr�ufende Hypothese bezeichnen wir mit H0 und sprechen deshalb auch von
der Nullhypothese. Bei manchen Tests formuliert man noch eine zweite Hypothese H1,
die so genannte Alternative. Im Beispiel k�onnen wir

H0 : p � 1=3 und H1 : p < 1=3

setzen.

Manchmal verzichtet man darauf, H1 anzugeben. Dann besteht die Alternative wie
oben einfach darin, dass H0 nicht gilt. In diesem Fall nennen wir H1 triviale Alternative.
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Ein echter, also nicht-trivialer Alternativtest l�age beispielsweise vor, wenn wir ansetzen

H 0
0 : p � 1=3 und H 0

1 : p � 1=6:

Beispiel 120

Wir untersuchen eine Festplatte, von der bekannt ist, dass sie zu einer von zwei
Baureihen geh�ort. Die mittleren Zugri�szeiten dieser Baureihen betragen 9ms
bzw. 12ms. Wir m�ochten nun heraus�nden, zu welchem Typ die betrachtete Festplatte
geh�ort, indem wir die Zugri�szeit bei n Zugri�en bestimmen. Hier w�urde man dann
ansetzen: H0 : � � 9 und H1 := � � 12, wobei � die mittlere Zugri�szeit bezeichnet.
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Fehler bei statistischen Tests
Bei jedem statistischen Test k�onnen mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit falsche
Schl�usse gezogen werden. Dieser Fall tritt beispielsweise ein, wenn H0 gilt, aber das
Ergebnis ~x der Stichprobe im Ablehnungsbereich K liegt.
Dann spricht man von einem Fehler 1. Art.
Analog erhalten wir einen Fehler 2. Art, wenn H0 nicht gilt und ~x nicht im
Ablehnungsbereich liegt.

Fehler 1. Art : H0 gilt, wird aber abgelehnt.
Fehler 2. Art : H0 gilt nicht, wird aber angenommen.
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F�ur die Beurteilung eines Tests ist es wesentlich, mit welcher Wahrscheinlichkeit diese
beiden Fehler eintreten k�onnen. Ziel ist es nat�urlich, diese Wahrscheinlichkeiten
m�oglichst klein zu halten. Allerdings sind die Minimierung des Fehlers 1. Art und des
Fehlers 2. Art gegenl�au�ge Ziele, so dass ein vern�unftiger Ausgleich zwischen beiden
Fehlern gefunden werden muss. Wenn man beispielsweise K = ; setzt, so erh�alt man
Wahrscheinlichkeit Null f�ur den Fehler 1. Art, da H0 immer angenommen wird.
Allerdings tritt der Fehler 2. Art dann mit Wahrscheinlichkeit Eins ein, wenn H0 nicht
gilt.
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Die Wahrscheinlichkeit f�ur den Fehler 1. Art wird mit � bezeichnet, und man spricht
deshalb gelegentlich vom �-Fehler. � hei�t auch Signi�kanzniveau des Tests.

In der Praxis ist es �ublich, sich ein Signi�kanzniveau � vorzugeben (�ubliche Werte
hierf�ur sind 0;05, 0;01 oder 0;001) und dann den Test so auszulegen (also den
Ablehnungsbereich K so zu bestimmen), dass die Wahrscheinlichkeit f�ur den Fehler
1. Art den Wert � besitzt.
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Konstruktion eines einfachen Tests
Wir konstruieren einen Test f�ur den Parameter p einer Bernoulli-verteilten
Zufallsvariablen X. Wir setzen

H0 : p � p0; H1 : p < p0:

Als Testgr�o�e verwenden wir

T := X1 + : : :+Xn:

F�ur gr�o�ere Wahrscheinlichkeiten p erwarten wir auch gr�o�ere Werte f�ur T . Deshalb ist
es sinnvoll, einen Ablehnungsbereich der Art K := [0; k] f�ur T zu w�ahlen, wobei k 2 R
geeignet festzulegen ist. Wir konstruieren hier also einen einseitigen Test, w�ahrend f�ur
eine Nullhypothese H0 : p = p0 sowohl zu kleine als auch zu gro�e Werte von T zur
Ablehnung von H0 f�uhren sollten und somit ein zweiseitiger Test vorzuziehen w�are.
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T ist binomialverteilt. Da wir von einem gro�en Stichprobenumfang n ausgehen, bietet
es sich an, die Verteilung von T nach dem Grenzwertsatz von de Moivre (siehe
Korollar 109) durch die Normalverteilung zu approximieren.

Sei
~T :=

T � npp
np(1� p)

:

~T ist ann�ahernd standardnormalverteilt.
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Wir berechnen f�ur jeden Wert von k das zugeh�orige Signi�kanzniveau � des Tests.

Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art = max
p2H0

Prp[T 2 K]

= max
p2H0

Prp[T � k]

Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art = sup
p2H1

Prp[T 62 K]

= sup
p2H1

Prp[T > k]
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F�ur den Fehler 1. Art � erhalten wir

� = max
p�p0

Prp[T � k] = Prp=p0 [T � k]

= Prp=p0

"
~T � k � npp

np(1� p)

#

= Pr

"
~T � k � np0p

np0(1� p0)

#
� �

 
k � np0p
np0(1� p0)

!
:

DWT 4.1 Einf�uhrung 338/460
c
Susanne Albers



Unter Verwendung der Quantile der Standardnormalverteilung ergibt sich damit:

Ist k so gew�ahlt, dass (k � np0)=
p
np0(1� p0) = z�, so ist das Signi�kanzniveau

gleich �.

Ist das gew�unschte Signi�kanzniveau � des Tests vorgegeben, so erh�alt man den
Wert k = k(n) in Abh�angigkeit vom Umfang n der Stichprobe durch

k = z� �
p
np0(1� p0) + np0: (8)

Kleinere Werte f�ur k verkleinern zwar den Fehler 1. Art, vergr�o�ern jedoch den
Annahmebereich und damit die Wahrscheinlichkeit f�ur einen Fehler 2. Art.
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Verhalten der Testfehler
Wie verhalten sich die m�oglichen Testfehler des konstruierten Verfahrens? Was
geschieht beispielsweise, wenn p nur geringf�ugig kleiner als p0 ist?

In diesem Fall betrachten wir beim Fehler 2. Art die Wahrscheinlichkeit

Prp=p0�"[T � k] � Prp=p0 [T � k] � 1� � :

Wenn sich also die
"
wahren\ Verh�altnisse nur minimal von unserer Nullhypothese

unterscheiden, so werden wir diese
"
im Zweifelsfall\ annehmen.
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Bei echten Alternativtests werden f�ur hinreichend gro�e Stichproben und einen
geeignet eingestellten Ablehnungsbereich beide Testfehler klein.

Beispiel 121

Die Abbruchrate p der Transaktionen in einem Online-Datenbanksystem wurde bereits
fr�uher einmal ermittelt. Allerdings sind die entsprechenden Daten verloren gegangen
und die Entwickler erinnern sich nur noch, dass das Ergebnis entweder p = 1=3 oder
p = 1=6 lautete. Unter dieser Annahme w�urde man den Test wie folgt ansetzen:

H0 : p � 1=3; H 0
1 : p � 1=6:
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Beispiel (Forts.)

F�ur den Fehler 2. Art erh�alt man nun:

Fehlerwahrsch. 2. Art = max
p�1=6

Prp[T > k]

� 1� �

 
k � (1=6) � np
(1=6) � (5=6)n

!
:

Mit den obigen Werten k = 25 und n = 100 ergibt sich mit

�

�
150� 100p

5 � 10

�
= �(

p
5) � 0;9871

ein Fehler 2. Art der Gr�o�e 0;0129, w�ahrend sich f�ur die triviale Alternative
H1 : p < 1=3 ein Wert von etwa 0;95 ergibt.
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Die so genannte G�utefunktion g gibt allgemein die Wahrscheinlichkeit an, mit der ein
Test die Nullhypothese verwirft. F�ur unser hier entworfenes Testverfahren gilt

g(n; p) = Prp[T 2 K] = Prp[T � k] � �

 
k � npp
np(1� p)

!
:
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Man erkennt deutlich, dass f�ur alle n der Wert von k = k(n) genau so gew�ahlt wurde,
dass g(n; 1=3) = 0;05 gilt. Dies wird durch den in Gleichung 8 angegebenen Ausdruck
erreicht.

F�ur Werte von p gr�o�er als 1=3 wird H0 : p � 1=3 mit hoher Wahrscheinlichkeit
angenommen, w�ahrend f�ur Werte deutlich unter 1=3 die Hypothese H0 ziemlich sicher
abgelehnt wird.

Ferner ist au��allig, dass g f�ur gr�o�ere Werte von n schneller von Eins auf Null f�allt.
Daran erkennt man, dass durch den Test die F�alle

"
H0 gilt\ und

"
H0 gilt nicht\ umso

besser unterschieden werden k�onnen, je mehr Stichproben durchgef�uhrt werden. F�ur
Werte von p, bei denen g(n; p) weder nahe bei Eins noch nahe bei Null liegt, kann der
Test nicht sicher entscheiden, ob die Nullhypothese abzulehnen ist.
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4.2 Praktische Anwendung statistischer Tests

Das im vorhergehenden Abschnitt konstruierte Testverfahren taucht in der Literatur
unter dem Namen approximativer Binomialtest auf.

Die folgende Tabelle 1 gibt einen �Uberblick �uber die Eckdaten dieses Tests.
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Tabelle : Approximativer Binomialtest

Annahmen:

X1; : : : ; Xn seien unabh�angig und identisch verteilt mit Pr[Xi = 1] = p und Pr[Xi = 0] = 1�p, wobei p unbekannt
sei. n sei hinreichend gro�, so dass die Approximation aus Korollar 109 brauchbare Ergebnisse liefert.

Hypothesen:

a) H0 : p = p0 gegen H1 : p 6= p0,
b) H0 : p � p0 gegen H1 : p < p0,
c) H0 : p � p0 gegen H1 : p > p0.

Testgr�o�e:

Z :=
h� np0p
np0(1� p0)

;

wobei h := X1 + : : :+Xn die H�au�gkeit bezeichnet, mit der die Ereignisse Xi = 1 aufgetreten sind.

Ablehnungskriterium f�ur H0 bei Signi�kanzniveau �:

a) jZj > z1��=2,
b) Z < z�,
c) Z > z1��.
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4.3 Allgemeines Vorgehen bei statistischen Tests

1. Schritt: Formulierung von Annahmen. Ganz ohne Annahmen kommt man meist nicht
aus. �Ubliche Annahmen betre�en meist die Verteilung der Stichprobenvariablen
und deren Unabh�angigkeit.

2. Schritt: Formulierung der Nullhypothese.

3. Schritt: Auswahl des Testverfahrens.

4. Schritt: Durchf�uhrung des Tests und Entscheidung.
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4.4 Ausgew�ahlte statistische Tests

4.4.1 Wie �ndet man das richtige Testverfahren?

Statistische Tests kann man nach mehreren Kriterien in Klassen einteilen.

Anzahl der beteiligten Zufallsgr�o�en
Sollen zwei Zufallsgr�o�en mit potentiell unterschiedlichen Verteilungen verglichen
werden, f�ur die jeweils eine Stichprobe erzeugt wird (Zwei-Stichproben-Test), oder
wird nur eine einzelne Zufallsgr�o�e untersucht (Ein-Stichproben-Test)?
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Bei der Fragestellung

Betr�agt die mittlere Zugri�szeit auf einen Datenbankserver im Mittel
h�ochstens 10ms?

hat man es mit einem Ein-Stichproben-Test zu tun, w�ahrend die Untersuchung der
Frage

Hat Datenbankserver A eine k�urzere mittlere Zugri�szeit als
Datenbankserver B?

auf einen Zwei-Stichproben-Test f�uhrt.
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Bei mehreren beteiligten Zufallsgr�o�en wird zus�atzlich unterschieden, ob aus
voneinander unabh�angigen Grundmengen Stichproben erhoben werden oder nicht.
Beim vorigen Beispiel werden unabh�angige Messungen vorgenommen, sofern die
Server A und B getrennt voneinander arbeiten. Wenn man jedoch die Frage

L�auft ein Datenbankserver auf einer Menge festgelegter Testanfragen mit
Query-Optimierung schneller als ohne?

untersucht, so spricht man von verbundenen Messungen.
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Gelegentlich betrachtet man auch den Zusammenhang zwischen mehreren
Zufallsgr�o�en. Beispielsweise k�onnte man sich f�ur die Frage interessieren:

Wie stark w�achst der Zeitbedarf f�ur eine Datenbankanfrage im Mittel mit der
(syntaktischen) L�ange der Anfrage, d. h. f�uhren kompliziertere
Formulierungen zu proportional l�angeren Laufzeiten?

Mit solchen Fragenstellungen, bei denen ein funktionaler Zusammenhang zwischen
Zufallsgr�o�en ermittelt werden soll, besch�aftigt sich die Regressionsanalyse. Wenn

�uberhaupt erst zu kl�aren ist, ob ein solcher Zusammenhang besteht oder ob die
Zufallsgr�o�en vielmehr unabh�angig voneinander sind, so spricht man von
Zusammenhangsanalyse.
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Formulierung der Nullhypothese
Welche Gr�o�e dient zur De�nition der Nullhypothese? Hierbei werden in erster
Linie Tests unterschieden, die Aussagen �uber verschiedene so genannte
Lageparameter tre�en, wie z.B. den Erwartungswert oder die Varianz der
zugrunde liegenden Verteilungen.

Im Zwei-Stichproben-Fall k�onnte man beispielsweise untersuchen, ob der
Erwartungswert der Zufallsgr�o�e A gr�o�er oder kleiner als bei Zufallsgr�o�e B ist.

Gelegentlich wird zur Formulierung der Nullhypothese auch der so genannte
Median betrachtet: Der Median einer Verteilung entspricht dem (kleinsten)
Wert x mit F (x) = 1=2.

Neben solchen Tests auf Lageparameter gibt es z.B. auch Tests, die auf eine
vorgegebene Verteilung oder auf ein Ma� f�ur die Abh�angigkeit verschiedener
Zufallsgr�o�en testen.
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Annahmen �uber die Zufallsgr�o�en
Was ist �uber die Verteilung der untersuchten Gr�o�e(n) bekannt? Bei
entsprechenden Annahmen k�onnte es sich z.B. um die Art der Verteilung, den
Erwartungswert oder die Varianz handeln.
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4.4.2 Ein-Stichproben-Tests f�ur Lageparameter

Beim approximativen Binomialtest wird ausgenutzt, dass die Binomialverteilung f�ur
gro�e n nach dem Grenzwertsatz von de Moivre (Korollar 109) gegen die
Normalverteilung konvergiert. Aus diesem Grund kann man diesen Test auch als
Spezialfall eines allgemeineren Testverfahrens ansehen, n�amlich des Gau�test, der nun
dargestellt wird.
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Tabelle : Gau�test

Annahmen:

X1; : : : ; Xn seien unabh�angig und identisch verteilt mit Xi � N (�; �2), wobei �2 bekannt ist.
Alternativ gelte E[Xi] = � und Var[Xi] = �2, und n sei gro� genug.

Hypothesen:

a) H0 : � = �0 gegen H1 : � 6= �0,
b) H0 : � � �0 gegen H1 : � < �0,
c) H0 : � � �0 gegen H1 : � > �0.

Testgr�o�e:

Z :=
X � �0

�

p
n :

Ablehnungskriterium f�ur H0 bei Signi�kanzniveau �:

a) jZj > z1��=2,
b) Z < z�,
c) Z > z1��.
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Der Gau�test hat den Nachteil, dass man die Varianz �2 der beteiligten Zufallsgr�o�en
kennen muss.

Wenn diese unbekannt ist, so liegt es nahe, die Varianz durch die
Stichprobenvarianz S2 (siehe De�nition 114) anzun�ahern. Dies f�uhrt auf den so
genannten t-Test, der in der folgenden �Ubersicht dargestellt ist.
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Tabelle : t-Test

Annahmen:

X1; : : : ; Xn seien unabh�angig und identisch verteilt mit Xi � N (�; �2).
Alternativ gelte E[Xi] = � und Var[Xi] = �2, und n sei gro� genug.

Hypothesen:

a) H0 : � = �0 gegen H1 : � 6= �0,
b) H0 : � � �0 gegen H1 : � < �0,
c) H0 : � � �0 gegen H1 : � > �0.

Testgr�o�e:

T :=
X � �0

S

p
n:

Ablehnungskriterium f�ur H0 bei Signi�kanzniveau �:

a) jT j > tn�1;1��=2,
b) T < tn�1;�,
c) T > tn�1;1��.
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Hierbei gibt tn�1;1�� das (1� �)-Quantil der t-Verteilung mit n� 1 Freiheitsgraden
an. Die t-Verteilung taucht manchmal auch unter dem Namen Student-Verteilung auf,
da sie urspr�unglich unter dem Pseudonym

"
Student\ publiziert wurde.

Wir gehen an dieser Stelle nicht darauf ein, wieso die Testgr�o�e die t-Verteilung besitzt,
sondern weisen nur darauf hin, dass die Dichte dieser Verteilung (eigentlich handelt es
sich um eine ganze Familie von Verteilungen, da die Anzahl der Freiheitsgrade jeweils
noch gew�ahlt werden kann) der Dichte der Normalverteilung �ahnelt. F�ur gro�e n
(Faustregel: n � 30) liegen die beiden Dichten so genau �ubereinander, dass man in der
Praxis die t-Verteilung durch die Normalverteilung ann�ahert.
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Als weitere Beispiele f�ur g�angige Ein-Stichproben-Tests zu Lageparametern seien der
Wilcoxon-Test und der �2-Varianztest genannt. Ersterer dient zum Testen von
Hypothesen zum Median, w�ahrend der zweite Test Hypothesen zur Varianz beinhaltet.
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4.4.3 Zwei-Stichproben-Tests f�ur Lageparameter

Bei Zwei-Stichproben-Tests wollen wir das Verh�altnis von Lageparametern
untersuchen. Besonders wichtig sind hierbei Tests zum Erwartungswert. F�ur zwei
Zufallsgr�o�en X und Y k�onnten wir beispielsweise die Frage untersuchen, ob f�ur die
Erwartungswerte �X und �Y gilt, dass �X = �Y ist.
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Tabelle : Zwei-Stichproben-t-Test

Annahmen:

X1; : : : ; Xm und Y1; : : : ; Yn seien unabh�angig und jeweils identisch verteilt, wobei Xi � N (�X ; �
2
X) und

Yi � N (�Y ; �
2
Y ) gelte. Die Varianzen seien identisch, also �2X = �2Y .

Hypothesen:

a) H0 : �X = �Y gegen H1 : �X 6= �Y ,
b) H0 : �X � �Y gegen H1 : �X < �Y ,
c) H0 : �X � �Y gegen H1 : �X > �Y .

Testgr�o�e:

T :=

s
n+m� 2

1
m + 1

n

� X � Yq
(m� 1) � S2

X + (n� 1) � S2
Y

:

Ablehnungskriterium f�ur H0 bei Signi�kanzniveau �:

a) jT j > tm+n�2;1��=2,
b) T < tm+n�2;�,
c) T > tm+n�2;1��.
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Vom Zwei-Stichproben-t-Test �ndet man in der Literatur noch zus�atzliche Varianten,
die auch dann einsetzbar sind, wenn die beteiligten Zufallsgr�o�en nicht dieselbe Varianz
besitzen. Der beim Ein-Stichproben-Fall erw�ahnte Wilcoxon-Test kann ebenfalls auf
den Zwei-Stichproben-Fall �ubertragen werden.
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4.4.4 Nicht an Lageparametern orientierte Tests

Wir betrachten in diesem Abschnitt exemplarisch den �2-Anpassungstest. Bei einem
Anpassungstest wird nicht nur der Lageparameter einer Verteilung getestet, sondern es
wird die Verteilung als Ganzes untersucht.

Beim approximativen Binomialtest (siehe Tabelle 1) haben wir streng genommen
bereits einen Anpassungstest durchgef�uhrt. Bei der Nullhypothese H0 : p = p0 wird
untersucht, ob es sich bei der betrachteten Zufallsgr�o�e um eine Bernoulli-verteilte
Zufallsvariable mit Parameter p0 handelt. Beim �2-Test gehen wir nun einen Schritt
weiter: Wir nehmen an, dass die Zufallsgr�o�e X genau k verschiedene Werte annimmt.
Ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit sei WX = f1; : : : ; kg. Die Nullhypothese lautet
nun

H0 : Pr[X = i] = pi f�ur i = 1; : : : ; k:
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Tabelle : �2-Anpassungstest

Annahmen:

X1; : : : ; Xn seien unabh�angig und identisch verteilt mit WXi = f1; : : : ; kg.
Hypothesen:

H0 : Pr[X = i] = pi f�ur i = 1; : : : ; k;

H1 : Pr[X = i] 6= pi f�ur mindestens ein i 2 f1; : : : ; kg;

Testgr�o�e:

T =
kX
i=1

(hi � npi)
2

npi
;

wobei hi die H�au�gkeit angibt, mit der X1; : : : ; Xn den Wert i angenommen haben.

Ablehnungskriterium f�ur H0 bei Signi�kanzniveau �:

T > �2k�1;1��;

dabei sollte gelten, dass npi � 1 f�ur alle i und npi � 5 f�ur mindestens 80% der Werte i = 1; : : : ; k.
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F�ur die Testgr�o�e T wird n�aherungsweise eine �2-Verteilung mit k � 1 Freiheitsgraden
angenommen. Die Werte dieser Verteilung �nden sich in entsprechenden Tabellen in
der Literatur. Damit diese Approximation gerechtfertigt ist, sollte gelten, dass npi � 1
f�ur alle i und npi � 5 f�ur mindestens 80% der Werte i = 1; : : : ; k. Das 
-Quantil einer
�2-Verteilung mit k Freiheitsgraden bezeichnen wir mit �2k;
 .
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Dichte der �2-Verteilung mit n Freiheitsgraden
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Beispiel 122

Als Anwendung f�ur den �2-Test wollen wir �uberpr�ufen, ob der Zufallszahlengenerator
von Maple eine gute Approximation der Gleichverteilung liefert. Dazu lassen wir Maple
n = 100000 Zufallszahlen aus der Menge f1; : : : ; 10g generieren. Wir erwarten, dass
jede dieser Zahlen mit gleicher Wahrscheinlichkeit p1 = : : : = p10 = 1=10 auftritt. Dies
sei unsere Nullhypothese, die wir mit einem Signi�kanzniveau von � = 0;05 testen
wollen.
Beispiel:

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

hi 10102 10070 9972 9803 10002 10065 10133 9943 10009 9901

F�ur den Wert der Testgr�o�e gilt T = 8;9946. Ferner erhalten wir �29;0;95 � 16;919. Der
Test liefert also keinen Grund, die Nullhypothese abzulehnen.
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Das Prinzip des �2-Anpassungstests kann in leicht abgewandelter Form auch noch zum
Testen einiger anderer Hypothesen verwendet werden: Beim �2-Homogenit�atstest wird

�uberpr�uft, ob zwei oder mehrere Verteilungen identisch sind, w�ahrend beim
�2-Unabh�angigkeitstest zwei Zufallsgr�o�en auf Unabh�angigkeit untersucht werden.
Beschreibungen dieser Tests �ndet man in der Literatur.
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