Definition 101

Zwei kontinuierliche Zufallsvariablen X und Y heiBen unabhangig, wenn
PrX <z,Y <y] =Pr[X < z]-Pr[Y <y]

fur alle z,y € R gilt.

Dies ist gleichbedeutend mit

Fxy(z,y) = Fx(z) - Fy(y).

Differentiation ergibt

fxy(z,y) = fx(z)- fr(y)-
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Fir mehrere Zufallsvariablen X7, ..., X, gilt analog: X1,..., X, sind genau dann
unabhangig, wenn

FXl,...,Xn(xla o 7xn) = FX1 (xl) Tt FXn(.’L‘n)

bzw.
Ixi X (21, 20) = fxy (1) - oo fx (20)

fur alle z1,...,z, € R.
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3.3 Warteprobleme mit der Exponentialverteilung
Warten auf mehrere Ereignisse

Satz 102
Die Zufallsvariablen X1, ..., X, seien unabhidngig und exponentialverteilt mit den
Parametern A1, ..., \y. Dann ist auch X := min{ Xy, ..., X,,} exponentialverteilt mit

dem Parameter A\{ + ...+ \,.

Beweis:
Der allgemeine Fall folgt mittels Induktion aus dem fiir n = 2. Fiir die
Verteilungsfunktion Fy gilt:

1 - Fx(t)

Pr[X > t] = Primin{ Xy, Xo} > {]
I"[Xl >t, X0 > t]

r[X1 > t] - Pr[Xy > {]

Mt et o~ (At

P
P
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Anschaulich besagt Satz 102, dass sich die Raten addieren, wenn man auf das erste
Eintreten eines Ereignisses aus mehreren unabhangigen Ereignissen wartet. Wenn
beispielsweise ein Atom die Zerfallsrate A besitzt, so erhalten wir bei n Atomen die
Zerfallsrate n\ (wie uns auch die Intuition sagt).
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Poisson-Prozess
Wir hatten bei der Diskussion der geometrischen und der Poisson-Verteilung
festgestellt:

Wenn der zeitliche Abstand der Treffer geometrisch verteilt ist, so ist ihre Anzahl in
einer festen Zeitspanne binomialverteilt.

Im Grenzwert n — oo, wobei wir die Trefferwahrscheinlichkeit mit p, = A\/n ansetzen,
konvergiert die geometrische Verteilung gegen die Exponentialverteilung und die
Binomialverteilung gegen die Poisson-Verteilung. Im Grenzwert n — oo erwarten wir
deshalb die folgende Aussage:

Wenn man Ereignisse zahlt, deren zeitlicher Abstand exponentialverteilt ist, so ist die
Anzahl dieser Ereignisse in einer festen Zeitspanne Poisson-verteilt.

DWT 3.3 Warteprobleme mit der Exponentialverteilung
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Seien T1,T5 ... unabhangige exponentialverteilte Zufallsvariablen mit Parameter A. Die
Zufallsvariable T; modelliert die Zeit, die zwischen Treffer ¢ — 1 und % vergeht.

Fiir den Zeitpunkt ¢ > O definieren wir
X(t) =max{n e N|T1 +...+ T, <t}

X (t) gibt also an, wie viele Treffer sich bis zur Zeit ¢ (von Zeit Null ab) ereignet
haben. Es gilt:
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Fakt 103

Seien T1,Ts, ... unabhingige Zufallsvariablen und sei X (t) firt > 0 wie oben
definiert. Dann gilt: X (t) ist genau dann Poisson-verteilt mit Parameter t\, wenn es
sich bei T, Ty, ... um exponentialverteilte Zufallsvariablen mit Parameter \ handelt.

Zum Zufallsexperiment, das durch 77,75, ... definiert ist, erhalten wir fiir jeden Wert
t > 0 eine Zufallsvariable X (¢). Hierbei konnen wir ¢ als Zeit interpretieren und X (¢)
als Verhalten des Experiments zur Zeit ¢. Eine solche Familie (X (£));~¢ von
Zufallsvariablen nennt man allgemein einen stochastischen Prozess. Der hier
betrachtete Prozess, bei dem 17,75, ... unabhangige, exponentialverteilte
Zufallsvariablen sind, heiBt Poisson-Prozess und stellt ein fundamentales und zugleich
praktisch sehr bedeutsames Beispiel fiir einen stochastischen Prozess dar.
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Beispiel 104

Wir betrachten eine Menge von Jobs, die auf einem Prozessor sequentiell abgearbeitet
werden. Die Laufzeiten der Jobs seien unabhangig und exponentialverteilt mit
Parameter A = 1/30[1/s]. Jeder Job bendtigt also im Mittel 30s.

GemaB Fakt 103 ist die Anzahl von Jobs, die in einer Minute vollstandig ausgefiihrt
werden, Poisson-verteilt mit Parameter tA = 60 - (1/30) = 2.

Die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Minute hochstens ein Job abgearbeitet wird,
betrdgt in diesem Fall (tA = 2)

e +tre ™ ~ 0,406 .
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3.4 Summen von Zufallsvariablen

Satz 105
Seien X und 'Y unabhingige kontinuierliche Zufallsvariablen. Fiir die Dichte von
Z=X+Y gilt

fz(2) = /_00 Ix(@)- fy(z—z)dz.

Beweis:
Nach Definition der Verteilungsfunktion gilt

Fy(t) = Pr[Z <t] = Pr{X +Y <f] = /A( ot dudy
t

wobei A(t) = {(z,y) € R? |z +y < t}.
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Beweis (Forts.):
Aus der Unabhangigkeit von X und Y folgt

Fz<t>=/ fx(@) - fy(y)dady

/fX ( Fr(y)d )dz-

Mittels der Substitution z := z +y, d z = d y ergibt sich
t—x

fY dy—/ fr(z—xz)dz

)= [ ([ reone-sae) s

und somit
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Satz 106 (Additivitat der Normalverteilung)

Die Zufallsvariablen X1, ..., X, seien unabhingig und normalverteilt mit den
Parametern p;,0; (1 <i <mn). Es gilt: Die Zufallsvariable

Z =0 X1+ ... +an Xy

ist normalverteilt mit Erwartungswert = a1p41 + . .. + apptn und Varianz
o? = a%a% +...F a%ag.

Beweis:
Wir beweisen zunichst den Fall n =2 und a1 = as = 1. Nach Satz 105 gilt fur
Z := X1 + X9, dass

s = [ T fae—9) - Fraw)dy

L L((z—y—m)?® | (y—p)?
= - = - ly.
210109 /,OO xp < 2 ( o? + o2 oy
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Beweis (Forts.):

Wir setzen
M= py ot 2
o? = 0% + 0%
vy = (2 —p)/o
2. 2

vy 1= v — ]
Damit ergibt sich unmittelbar
(z—y—m)®  (y—p2)’ (2= p1—p)’

2
'[)2 - + -
2 2 2 2 )
oy o5 o1 + 05

woraus wir ) ) ) ) )

= YO T H201 ¥ YOy = 205  p10)

g =

01020

ermitteln.
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Beweis (Forts.):
Damit folgt fiir die gesuchte Dichte

1 v? o0 v3
fz(2) = ot oe P <—§> '/OO exp <—3 dy.

Wir substituieren noch
(o2
t:=wvgund dt =

dy

0102

— )2 00 2
fz(z) = 27:_ ~ " €Xp (—%) /_ exp (—%) dt.

Mit Lemma 92 folgt, dass fz(z) = ¢(z; u, o) ist.

und erhalten
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Beweis (Forts.):

Daraus erhalten wir die Behauptung fir n = 2, denn den Fall Z := a1 X1 4 a2 X» fir
beliebige Werte a1, a2 € R konnen wir leicht mit Hilfe von Satz 93 auf den soeben
bewiesenen Fall reduzieren. Durch Induktion kann die Aussage auf beliebige Werte

n € N verallgemeinert werden. O
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3.5 Momenterzeugende Funktionen fiir kontinuierliche Zufallsvariablen
Fiir diskrete Zufallsvariablen X haben wir die momenterzeugende Funktion

My (s) = E[e**]

eingefiihrt. Diese Definition kann man unmittelbar auf kontinuierliche Zufallsvariablen
ibertragen. Die fir Mx(s) gezeigten Eigenschaften bleiben dabei erhalten.
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Beispiel 107
Fiir eine auf [a, b] gleichverteilte Zufallsvariable U gilt

b
1
My (t) = E[etX] = / et . dz
a

b—a
=

6tb _ eta
t(b—a)
DWT 3.5 Momenterzeugende Funktionen fiir kontinuierliche Zufallsvariablen
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Beispiel (Forts.)
Fiir eine standardnormalverteilte Zufallsvariable N ~ N(0,1) gilt

1 [T >
MN(t) = \/T_ﬂ-/ etfe_‘g /Qdf

2 2 1 oo 2 2
V2r J_x
2
— et /2 .
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Beispiel (Forts.)
Daraus ergibt sich fiir Y ~ N (u,0%) wegen % ~ N(0,1)

My (t) = E[e"]
— oth. E[e(w)-yg”

= €tu . MN(tU)
— etu+(ta)2/2 )

]
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Weiterer Beweis von Satz 106:

Beweis:
GemaB dem vorhergehenden Beispiel gilt

My, (f) = ethi+(toi)*/2.
Wegen der Unabhangigkeit der X; folgt

My(t) = E[et(a1X1+...+aan)] — HE[e(“it)Xi]
i—1

n
= H MXi(ait)
i=1
n
— H eaitui-‘r(aitai)z/?
i=1

— 615,u+(75(r)2/2

3

mit 4 = aijpy + -+ + appiy und 0? = afo? + -+ aZo2. O
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4. Zentraler Grenzwertsatz

Satz 108 (Zentraler Grenzwertsatz)

Die Zufallsvariablen X1, ..., X, besitzen jeweils dieselbe Verteilung und seien
unabhingig. Erwartungswert und Varianz von X; existieren fiiri = 1,...,n und seien
mit pi bzw. o? bezeichnet (o> > 0).
Die Zufallsvariablen Y,, seien definiert durchY,, .= X1 + ...+ X,, firn > 1. Dann
folgt, dass die Zufallsvariablen
Y, —nu

ovn

asymptotisch standardnormalverteilt sind, also Z,, ~ N(0,1) fir n — co.

Ty =

DWT 4 Zentraler Grenzwertsatz
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Etwas formaler ausgedriickt gilt: Die Folge der zu Z,, gehorenden
Verteilungsfunktionen F), hat die Eigenschaft

lim F,(z) = ®(z) fir alle z € R.

n—oo

Wir sagen dazu auch: Die Verteilung von Z,, konvergiert gegen die
Standardnormalverteilung fiir n — oo.
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Dieser Satz ist von groBer Bedeutung fiir die Anwendung der Normalverteilung in der
Statistik. Der Satz besagt, dass sich die Verteilung einer Summe beliebiger
unabhiangiger Zufallsvariablen (mit endlichem Erwartungswert und Varianz) der
Normalverteilung umso mehr annéhert, je mehr Zufallsvariablen an der Summe
beteiligt sind.
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Beweis:
Wir betrachten X := (X; — p)/o firi=1,...,n mit E[X] =0 und Var[X}] = 1.
Damit gilt (gem3aB vorhergehendem Beispiel)

Mz(t) — E[etZ] — E[et(Xf—&—...—i—X;)/\/ﬁ]
= Mx; (t/vn) ...  Mx;(t/Vn).
Fiir beliebiges i betrachten wir die Taylorentwicklung von Mx-(t) =: h(t) an der Stelle

t=0 i
() 2+ O3).

h(t) = h(0) + K’ (0) - £ +
Aus der Linearitat des Erwartungswerts folgt

K (t) = E[e" - X;] und B"(t) = [T - (X})?].

DWT 4 Zentraler Grenzwertsatz
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Beweis (Forts.):
Damit gilt
K'(0) = E[X}] = 0 und A"(0) = E[(X})?] = Var[X] = 1.

Durch Einsetzen in die Taylorreihe folgt h(t) = 1 +t2/2 + O(t3), und wir kdnnen
Mz(t) umschreiben zu

12 BN L e
My (t) = 1—1—2 +0 37 — e /7 fiir n — oo.

Aus der Konvergenz der momenterzeugenden Funktion folgt auch die Konvergenz der
Verteilung. Damit ist Z asymptotisch normalverteilt.
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Beweis (Forts.):

Die momenterzeugende Funktion existiert leider nicht bei allen Zufallsvariablen und
unser Beweis ist deshalb unvollstindig. Man umgeht dieses Problem, indem man statt
der momenterzeugenden Funktion die so genannte charakteristische Funktion
My (t) = E[e*X] betrachtet. Fiir Details verweisen wir auf die einschligige
Literatur.
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Der Zentrale Grenzwertsatz hat die folgende intuitive Konsequenz:

Wenn eine ZufallsgroBe durch lineare Kombination vieler unabhangiger,
identisch verteilter ZufallsgroBen entsteht, so erhalt man naherungsweise eine
Normalverteilung.
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Ein wichtiger Spezialfall das Zentralen Grenzwertsatzes besteht darin, dass die
auftretenden ZufallsgroBen Bernoulli-verteilt sind.

Korollar 109 (Grenzwertsatz von de Moivre)

Xy,..., X, seien unabhangige Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen mit gleicher
Erfolgswahrscheinlichkeit p. Dann gilt fiir die Zufallsvariable Hy, mit

H,=X{+...+ X,
fir n > 1, dass die Verteilung der Zufallsvariablen

H, —np
np(l — p)

H =

n

fir n — oo gegen die Standardnormalverteilung konvergiert.
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Beweis:
Die Behauptung folgt unmittelbar aus dem Zentralen Grenzwertsatz, da

p=LE[H,] =pund 0® = 2 Var[H,] = p(1 - p). O
Bemerkung
Wenn man X1,..., X, als Indikatorvariablen fiir das Eintreten eines Ereignisses A bei

n unabhangigen Wiederholungen eines Experimentes interpretiert, dann gibt H,, die
absolute Haufigkeit von A an.
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4.1 Normalverteilung als Grenzwert der Binomialverteilung

Korollar 109 ermdglicht, die Normalverteilung als Grenzwert der Binomialverteilung
aufzufassen. Die folgende Aussage ist eine Konsequenz von Korollar 109:
Korollar 110

Sei H,, ~ Bin(n,p) eine binomialverteilte Zufallsvariable. Die Verteilung von Hy/n
konvergiert gegen N (p,p(1 — p)/n) firn — oo.

DWT 4.1 Normalverteilung als Grenzwert der Binomialverteilung
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Vergleich von Binomial- und Normalverteilung

Bin(n, 0.3) bei 0.3n zentriert, mit v/0.3 - 0.7n horizontal gestaucht und vertikal gestreckt
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Historisch gesehen entstand Korollar 109 vor Satz 108.

Fir den Fall p = 1/2 wurde Korollar 109 bereits von Abraham de Moivre (1667-1754)
bewiesen. De Moivre war gebiirtiger Franzose, musste jedoch aufgrund seines
protestantischen Glaubens nach England fliehen. Dort wurde er unter anderem Mitglied
der Royal Society, erhielt jedoch niemals eine eigene Professur.

Die allgemeine Formulierung von Korollar 109 geht auf Pierre Simon Laplace
(1749-1827) zuriick. Allerdings vermutet man, dass die Losung des allgemeinen Falls
p # 1/2 bereits de Moivre bekannt war.

DWT 4.1 Normalverteilung als Grenzwert der Binomialverteilung
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4.2 Elementarer Beweis des Grenzwertsatzes von de Moivre fiir p = 1/2

Wir betrachten die Wahrscheinlichkeit Prja < Hj, < b] fir p=1/2 und a,b € R mit
a < b. Wenn die Verteilung von H3, , wie in Korollar 109 angegeben, gegen N (0, 1)

konvergiert, so sollte Prja < Hj, < b] = f;’ ©(t) dt fur gentigend groBe n gelten.
Wir schreiben f(n) ~o g(n) fir lim, ,~ f(n)/g(n) = 1, wollen also zeigen:

b
Prla < H3,, < b] ~ / (t) dt.
a

Da fiir Hay, ~ Bin(2n,1/2) gilt, dass E[Ha,] = n und Var[Ha,] = n/2 ist, erhalten wir

HE — H2n —-n
2n — )
n/2
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und es folgt

Prla < H3, <b] =Pr[n+ay/n/2 < Hy, < n+by/n/2]

=Y Pr[Hy =n+1i
icl,

fur I :={z € Z|a\/n/2 < z < by/n/2}. Damit ist
2n 1\ >
Prla < H;, <b] = N .
o, <=3 (") (3)

1C1n
TV
=Pn,i
DWT 4.2 Elementarer Beweis des Grenzwertsatzes von de Moivre fiir p = 1/2
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Es gilt

. on 1\ (2n)! [1\*
ez () (2)" = 2 ()

und mit der Stirling’schen Approximation fiir n!

. (2n)2" . e 2" . /27 - 2n (1)2” 1

P oo (n" - e~" - \/27n)? 2) Vrn

Ersetzen wir nun die p,; durch p}, so entsteht dabei ein Fehler, den wir mit
Qn,i = p";i bezeichnen.
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Fiir i > 0 gilt

BN 0 11 ) S O I
e ()7 T ) (- i)l (2n)!

I Y ) R I 2j — 1
e fen (e

Hj:l(n+j) j=1 n+-7

Wegen der Symmetrie der Binomialkoeffizienten gilt g, —; = gy ;, womit auch der Fall
1 < 0 abgehandelt ist.
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Man macht sich leicht klar, dass 1 — 1/z <Ilnz <z — 1 fir z > 0 gilt. Damit
schlieBen wir, dass

2j -1\ < 2j — 1
v H(l n+j) _Zm<1 n+j)

% 12
27 —1 25 —1
< - < -
Zn+j Zn—l—z
J=1 J=1
i(i+1)—14 i2 i3
N n 41  n n(n+i)

da i =0O(y/n) firi € I,.
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Ebenso erhalten wir

e

=1

Zusammen haben wir

Wegen e=C(1/vn) = 1 4 o(1

DWT
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. i . —1
)£
n—+ 7 = n+7
-2 1 27 —1
P R
=" =1
2 2 1
S _7’__(9<_) .
n—1 n NZD
i2 1
= eiiio(ﬁ) SqnﬂSei;Jro(ﬁ)

) folgt daraus ¢, ; ~oo e~/
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Damit schatzen wir nun Prja < Hj, < b] weiter ab:

1 2
Prla < H, <B = ph ni ~oo ——- 9 € /"
i€ly i i€ly
e

Mit 0 := \/2/n konnen wir die Summe Sy, umschreiben zu
e D]
i€l,

Diese Summe entspricht einer Naherung fiir f p(t)dt = f fb ~*/2 0t durch
Aufteilung der integrierten Flache in Balken der Brelte (5 Fiir n — oo konvergiert die
Flache der Balken gegen das Integral, d. h. S,, ~ f t)dt.

g.e.d.
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4.3 Verschiedene Approximationen der Binomialverteilung

Sei H,, ~ Bin(n, p) eine binomialverteilte Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion
F,. Fir n — oo gilt

E,(t) = Pr[H,/n < t/n]

(I>< t/n—mp >:<I>< t—np )
p(1—p)/n p(1—p)n

Wir kénnen F), somit fiir groBe n durch ® approximieren. Diese Approximation ist in
der Praxis deshalb von Bedeutung, da die Auswertung der Verteilungsfunktion der
Binomialverteilung fiir groBe n sehr aufwandig ist, wahrend fiir die Berechnung der
Normalverteilung effiziente numerische Methoden vorliegen.

DWT 4.3 Verschiedene Approximationen der Binomialverteilung
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Beispiel 111

Wenn man die Wahrscheinlichkeit berechnen méchte, mit der bei 108 Wiirfen mit
einem idealen Wiirfel mehr als 500500-mal eine gerade Augenzahl fallt, so muss man
eigentlich folgenden Term auswerten:

108 106
106 1
T := g — .
1=5,005-105

Dies ist numerisch kaum effizient moglich.

Die numerische Integration der Dichte ¢ der Normalverteilung ist hingegen relativ
einfach. Auch andere Approximationen der Verteilung @, beispielsweise durch
Polynome, sind bekannt. Entsprechende Funktionen werden in zahlreichen
Softwarebibliotheken als ,,black box“ angeboten.

DWT 4.3 Verschiedene Approximationen der Binomialverteilung
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Beispiel
Mit der Approximation durch die Normalverteilung erhalten wir

@<5005 105 - 5- 105>
V2,5 10°
5102
*(3)

=1-o(1) = 0,1573 .

ZZ
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Bei der Approximation der Binomialverteilung mit Hilfe von Korollar 109 fiihrt man oft
noch eine so genannte Stetigkeitskorrektur durch. Zur Berechnung von Pr[X < z] fir
X ~ Bin(n,p) setzt man

Pr[X < z]~ ® (M)

np(l - p)

statt
T —np
PriX <az]m®| ———
np(1l —p)
an.
DWT 4.3 Verschiedene Approximationen der Binomialverteilung
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Der Korrekturterm 13Bt sich in der Histogramm-Darstellung der Binomialverteilung
veranschaulichen. Die Binomialverteilung wird dort durch Balken angegeben, deren
Flache in etwa der Flache unterhalb der Dichte ¢ von N (0,1) entspricht. Wenn man
die Flache der Balken mit ,, X < z* durch das Integral von ¢ approximieren mochte, so
sollte man bis zum Ende des Balkens fir ,, X = z" integrieren und nicht nur bis zur
Mitte. Dafiir sorgt der Korrekturterm 0,5.

DWT 4.3 Verschiedene Approximationen der Binomialverteilung
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Approximationen fiir die Binomialverteilung

@ Approximation durch die Poisson-Verteilung: Bin(n,p) wird approximiert durch
Po(np). Diese Approximation funktioniert sehr gut fiir seltene Ereignisse, d. h.
wenn np sehr klein gegeniiber n ist. Als Faustregel fordert man n > 30 und
p <0,05.

@ Approximation durch die Chernoff-Schranken: Bei der Berechnung der tails der
Binomialverteilung liefern diese Ungleichungen meist sehr gute Ergebnisse. lhre
Starke liegt darin, dass es sich bei den Schranken nicht um Approximationen,
sondern um echte Abschadtzungen handelt. Dies ist vor allem dann wichtig, wenn
man nicht nur numerische Naherungen erhalten mochte, sondern allgemeine
Aussagen iiber die Wahrscheinlichkeit von Ereignissen beweisen mochte.
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@ Approximation durch die Normalverteilung: Als Faustregel sagt man, dass die
Verteilungsfunktion Fj,(t) von Bin(n,p) durch

Fo(t) = @((t —np)//p(1 —p)n)

approximiert werden kann, wenn np > 5 und n(l — p) > 5 gilt.
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