2.5 Stationdre Verteilung

Reale dynamische Systeme laufen oft liber eine lange Zeit. Fiir solche Systeme ist es
sinnvoll, das Verhalten fir ¢ — oo zu berechnen.

Wir betrachten wieder die Markov-Kette aus unserem Beispiel. Wir hatten gezeigt,
dass fiir die Ubergangsmatrix P gilt:

_p.p.pi=(2 N (0 9. (s
P_BDB_(11 0 1 L

oI ol
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Daraus folgt
P'=B.D' B = (

und fir ¢ — oo erhalten wir

e (=2 1\ (00 -1
E&P—<11 0 1)\ !
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Fir eine beliebige Startverteilung gy = (a,1 — a) folgt

. T . t: _ .
Jim g; = lim go - P* = (a,1 - a) (

1 1

2 2
= (—a-i——(l—a), ga—l-g(l—a

3 3
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Das System konvergiert also unabhangig vom Startzustand in eine feste Verteilung.
Der zugehorige Zustandsvektor 7 = (%, %) hat eine interessante Eigenschaft:

12 /08 02 1 2
T b=, 3)'(0,1 0,9>_( 3=

373
7 ist also ein Eigenvektor der Matrix P” zum Eigenwert 1 beziiglich Multiplikation von
links. Dies bedeutet: Wenn die Kette einmal den Zustandsvektor © angenommen hat,
so bleibt dieser bei allen weiteren Ubergédngen erhalten.
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Definition 132
P sei die Ubergangsmatrix einer Markov-Kette. Einen Zustandsvektor 7 mit m = 7w - P
nennen wir stationare Verteilung der Markov-Kette.

Besitzen alle Markov-Ketten die Eigenschaft, dass sie unabhangig vom Startzustand in
eine bestimmte stationare Verteilung konvergieren?

Nein!
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Eine Markov-Kette mit absorbierenden Zustanden

Die Abbildung zeigt die Kette aus dem ,,gamblers ruin problem® fiir m = 2. Man sieht
sofort, dass hier sowohl 71 = (1,0,0) als auch m = (0,0, 1) stationare Verteilungen
sind. Die beiden Zustande 0 und 2 haben jeweils keine ausgehenden Kanten. Solche

Zustande heiBen absorbierend.
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Definition 133 )
Wir bezeichnen einen Zustand ¢ als absorbierend, wenn aus ihm keine Ubergange
herausfiihren, d.h. p;; = 0 fiir alle j # ¢ und folglich p;; = 1.

Ein Zustand ¢ heiBt transient, wenn f; < 1, d.h. mit positiver Wahrscheinlichkeit
1 — fi > 0 kehrt der Prozess nach einem Besuch von ¢ nie mehr dorthin zurtick.

Ein Zustand 7 mit f; = 1 heiBt rekurrent.
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Definition 134

Eine Markov-Kette heiBt irreduzibel, wenn es fir alle Zustandspaare 7,7 € S eine Zahl
n € N gibt, so dass pgl) > 0.

Die Definition besagt anschaulich, dass jeder Zustand von jedem anderen Zustand aus
mit positiver Wahrscheinlichkeit erreicht werden kann, wenn man nur geniigend viele
Schritte durchfiihrt. Dies ist bei endlichen Markov-Ketten genau dann der Fall, wenn
der gerichtete Graph des Ubergangsdiagramms stark zusammenhzngend ist.
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Lemma 135
Fiir irreduzible endliche Markov-Ketten gilt: f;; = Pr[T;; < oo] =1 fiir alle Zustande
i,j € S. Zusatzlich gilt auch, dass die Erwartungswerte h;; = E[T;;] alle existieren.
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Beweis:
Wir betrachten zunachst den Beweis fiir die Existenz von h;;.
Fiir jeden Zustand k gibt es nach Definition der Irreduzibilitdt ein ng, so dass

p,(g"") > 0. Wir halten ny fest und setzen n := maxy ng und p := minkp,(g"‘).

Von einem beliebigen Zustand aus gelangen wir nach hochstens n Schritten mit
Wabhrscheinlichkeit mindestens p nach j. Wir unterteilen die Zeit in Phasen zu

n Schritten und nennen eine Phase erfolgreich, wenn wahrend dieser Phase ein Besuch
bei j stattgefunden hat. Die Anzahl von Phasen bis zur ersten erfolgreichen Phase
konnen wir durch eine geometrische Verteilung mit Parameter p abschatzen. Die
erwartete Anzahl von Phasen ist somit hochstens 1/p, und wir schlieBen h;; < (1/p)n.
Daraus folgt sofort, dass auch f;; = Pr[T}j; < oo] = 1. O
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Satz 136

Eine irreduzible endliche Markov-Kette besitzt eine eindeutige stationdre Verteilung T,
und es gilt mj = 1/h;; fiir alle j € S.

Beweis:

Wir zeigen zunichst, dass es einen Vektor m # 0 mit m = 7P gibt. Sei e := (1,...,1)"
der All-1-Vektor und I die Einheitsmatrix. Fiir jede Ubergangsmatrix P gilt P-e = e,
da sich die Eintrage der Zeilen von P zu Eins addieren. Daraus folgt

0= Pe—e= (P —I)e, und die Matrix P — I ist somit singular. Damit ist auch die
transponierte Matrix (P — I)T = PT — I singulir. Es gibt also einen (Spalten-)Vektor
7 # 0 mit (PT —1I)-7 =0 bzw. 71 P = nT. Wir betrachten zunichst den Fall, dass
Zi m; # 0. Dann kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass 7 normiert ist, also dass
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Beweis (Forts.):

Wegen Lemma 135 existieren die Erwartungswerte h;;. Fiir jeden Zustand j € S gelten
somit nach Lemma 129 die Gleichungen

mihi; = 7Ti(1 + Zpikhkj) furi e S, i #j.
k#j

Wir addieren diese Gleichungen und erhalten wegen ) . m; =1

mihi+ Y mihg = 14+ > mipikhi

itj ieS kAj
= 1+thjz77ipik:1+z77khkj-
kA ieS kAj

Wegen h; > 0 ist auch 7; = 1/h; positiv, und 7 stellt somit einen zulassigen
Zustandsvektor dar.

Fiir den Fall >, m; = 0 zeigt die entsprechende Rechnung wie zuvor, dass m; = 0 fiir
alle j € S gilt. Dies steht im Widerspruch zu 7 # 0. O
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Auch wenn eine Markov-Kette irreduzibel ist und somit eine eindeutige stationdre
Verteilung besitzt, so muss sie nicht zwangslaufig in diese Verteilung konvergieren.

1

o@io
1

Eine Markov-Kette mit periodischen Zustanden

Als Startverteilung nehmen wir ¢o = (1,0) an. Es gilt:

] (1,0) falls ¢ gerade,
"= (0,1) sonst.

Die Kette pendelt also zwischen den beiden Zustandsvektoren (1,0) und (0, 1) hin und
her.
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Definition 137
Die Periode eines Zustands j ist definiert als die groBte Zahl £ € N, so dass gilt:

{neNo|pl >0} C{i¢]ieNg)

Ein Zustand mit Periode £ = 1 heiBt aperiodisch. Wir nennen eine Markov-Kette
aperiodisch, wenn alle Zustande aperiodisch sind.
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Fiir ein n € N gilt pgl) > 0 genau dann, wenn es im Ubergangsdiagramm einen
geschlossenen Weg von 4 nach 7 der Lange n gibt.
Damit folgt insbesondere:
Ein Zustand i € S einer endlichen Markov-Kette ist sicherlich dann aperiodisch, wenn
er im Ubergangsdiagramm

@ eine Schleife besitzt (also p;; > 0) oder

@ auf mindestens zwei geschlossenen Wegen W, und W, liegt, deren Langen {; und
l5 teilerfremd sind (fiir die also ggT(l1,12) = 1 gilt).
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Lemma 138
Ein Zustand i € S ist genau dann aperiodisch, falls gilt: Es gibt ein nyg € N, so dass

p\" > 0 fiir alle n € N,n > no.

Beweis:

Da je zwei aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen teilerfremd sind, folgt aus der
Existenz eines ng mit der im Lemma angegebenen Eigenschaft sofort die Aperiodizitat
des Zustands. Nehmen wir daher umgekehrt an, dass der Zustand ¢ aperiodisch ist. Mit
Hilfe des erweiterten euklidischen Algorithmus kann man die folgende Aussage zeigen.
Fir je zwei natirliche Zahlen a,b € N gibt es ein ng € N, so dass gilt: Bezeichnet

d := ggT(a,b) den groBten gemeinsamen Teiler von a und b, so gibt es fiir alle

n € N, n > ng nichtnegative Zahlen z,y € Ny mit nd = za + yb.
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Beweis (Forts.):

Wegen pl(-fawb) > (pgf))x . (pl(-f))y folgt daraus unmittelbar: Gilt fiir a,b € N, dass
sowohl pl(g) als auch pg’) positiv sind, so gilt auch pgbd) > 0 fir alle n € N, n > ny.
Aus der Aperiodizitat des Zustand ¢ folgt andererseits, dass es Werte ay, ..., a; geben
muss mit pz(-;“) > 0 und der Eigenschaft, dass fir d; = ggT(ag,a;) und

d; .= ggT(di,l,ai) firte=2,...,k gilt: dy >do > -+ >dp = 1.

Aus beiden Beobachtungen zusammen folgt die Behauptung. O
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Korollar 139
Fiir irreduzible, aperiodische endliche Markov-Ketten gilt: Es gibt ein t € N, so dass
unabhidngig vom Startzustand (q:); > 0 fiir alle i € S.

Beweis:

Aus der Irreduzibilitat folgt, dass die Markov-Kette jeden Zustand ¢ € S irgendwann
besuchen wird. Wegen Lemma 138 wissen wir ferner, dass die Kette hinreichend viele
Schritte nach dem ersten Besuch in 4 in jedem folgenden Zeitschritt mit positiver
Wabhrscheinlichkeit zu ¢ zurlickkehren wird. Da die Kette endlich ist, gibt es daher ein
ng, so dass die Kette sich unabhangig vom Startzustand fiir alle n > ng in jedem
Zustand ¢ € S mit positiver Wahrscheinlichkeit aufhalt. O
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Die Aperiodizitat einer irreduziblen Markov-Kette kann auf einfache Weise
sichergestellt werden. Man fligt an alle Zustande so genannte Schleifen an. Diese
versieht man mit der Ubergangswahrscheinlichkeit p = 1/2 und halbiert die
Wabhrscheinlichkeiten an allen ibrigen Kanten.

Einfiihrung von Schleifen

Bei irreduziblen Ketten genligt es, eine einzige Schleife einzufithren, um die
Aperiodizitat der Kette sicherzustellen.

Definition 140
Irreduzible, aperiodische Markov-Ketten nennt man ergodisch.
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Satz 141 (Fundamentalsatz fiir ergodische Markov-Ketten)

Fiir jede ergodische endliche Markov-Kette (X¢)ien, gilt unabhidngig vom Startzustand
lim ¢, = m,
n—00

wobei w die eindeutige stationare Verteilung der Kette bezeichnet.

Beweis:
GemaB Satz 136 existiert eine stationare Verteilung m. Wir zeigen, dass fiir beliebige
Zustande ¢ und k gilt

pgz) — m, flir n — oo.

Daraus folgt die Behauptung, da

()i = > (a0)i - Pl — > (q0)i = .

€S i€s
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Beweis (Forts.):

(Y2)ien, sei eine unabhangige Kopie der Kette (X;);en,. Fiir den Prozess

Zy = (X4, Ys) (t € Np), bei dem die Ketten X; und Y; gewissermaBen , parallel”
betrieben werden, gilt also

Pr{(Xi+1, Yit1) = (Ja dy) | (X1, Y2) = (ig, iy)]
Pr[Xii1 = jo | Xe = ig] - Pr[Yey1 = jy | Yo = iy

Divje ~ Piyjy-

(Z¢)ten, ist daher ebenfalls eine Markov-Kette. Fiir die Wahrscheinlichkeit, in n
Schritten von (iz,%y) nach (jz, jy) zu gelangen, erhalt man analog pgfj)xpgjj)y was fir
geniigend groBes n gemaB Lemma 138 positiv ist. (Z:)s,en ist daher ebenfalls

ergodisch.
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Beweis (Forts.):

Wir starten nun Z; so, dass die Ketten X; und Y; in verschiedenen Zustanden i, bzw.
iy beginnen, und interessieren uns fiir den Zeitpunkt H, bei dem sich X; und Y; zum
ersten Mal im gleichen Zustand befinden.

Die Menge der Zustande von Z; ist gegeben durch § x S. Wir definieren die Menge
M :={(z,y) € SxS|z=y}
von Zustanden der Kette Z;, an denen sich X; und Y} , treffen®. Definieren wir nun die

Treffzeit H durch

H:= maX{Tzz,zy )s(Jsdy) | (ixaiy) €Sx5S, (Jm]y) € M},
so folgt aus Lemma 135 und der Endlichkeit der Markov-Kette sofort, dass
Pr[H < oo] =1 und E[H] < o0.
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Beweis (Forts.):

Da die weitere Entwicklung der Ketten X; und Y; ab dem Zeitpunkt H nur vom
Zustand X = Yy und der Ubergangsmatrix abhangt, wird jeder Zustand s € S zu
den Zeiten ¢t > H von X; und Y; mit derselben Wahrscheinlichkeit angenommen. Es
gilt also Pr[X; = s | ¢ > H|] = Pr[Y; = s | t > H] und somit auch

Pr[X; =s,t > H =Pr]Y; =s,t > H]. (12)

Als Startzustand wahlen wir fiir die Kette X; den Zustand 7, wahrend Y; in der
stationdren Verteilung m beginnt (und natiirlich auch bleibt). Damit erhalten wir fir
einen beliebigen Zustand k € S und n > 1

Pl el = [Pr[Xn = k] = PrlY, = K]
= |Pr[X, =k,n> H]+Pr[X, =k,n < H]
—PrY,, = k,n > H| - Pr[Y,, = k,n < HJ).
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Beweis (Forts.):
Nun kénnen wir (12) anwenden und schlieBen, dass

P\ — | = [Pr[X, = k,n < H] — Pr[Y, = k,n < H|.
Zur Abschatzung dieses Ausdrucks benutzen wir die Abschatzung
|Pr[A N B] — Pr[AN C]| < Pr[4].

fir beliebige Ereignisse A, B und C (die offensichtlich ist).

Wir erhalten
]pgz) — 7| < Pr[n < HJ.

Da Pr[H < oo] =1, gilt Pr[n < H] — 0 fir n — oo, d.h. die Wahrscheinlichkeiten
pgz) konvergieren fiir n — 0o gegen m. O
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2.6 Doppeltstochastische Matrizen

Wie berechnet man die nach Satz 141 (eindeutig bestimmte) stationdre Verteilung,
gegen die ergodische endliche Markov-Ketten fiir jede Startverteilung konvergieren?

Eine Moglichkeit besteht darin, das lineare Gleichungssystem « - P = 7 aufzustellen
und zu losen. Fiir groBere Matrizen ist dieses Verfahren allerdings im Allgemeinen sehr
aufwandig.

Wir stellen hier einen anderen Ansatz vor.
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Definition 142
Eine n x n Matrix P = (p;j)o<i,j<n heiBt stochastisch, falls alle Eintrage p;;
nichtnegativ und alle Zeilensummen gleich Eins sind:

n—1

> pij=1firallei=0,...,n— 1.
7=0

Sind zusatzlich auch alle Spaltensummen gleich 1, also

n—1

> pij=1firalle j=0,...,n -1,
1=0

so nennt man P doppeltstochastisch.

Die Ubergangsmatrix einer Markov-Kette ist immer stochastisch, und umgekehrt.
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Lemma 143
Ist P eine doppeltstochastische n x n Matrix, so ist m = (%, ceny %) ein Eigenvektor
zum Eigenwert 1 beziiglich Multiplikation von links:

T=m-P.

Beweis:
Fiir alle 0 < k < n gilt:
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Zusammen mit Satz 141 erhalten wir damit sofort:

Satz 144
Fiir jede ergodische endliche Markov-Kette (Xt)ien, mit doppeltstochastischer
Ubergangsmatrix gilt unabhangig vom Startzustand

: _ (1 1
tll)gloqt_ (ﬁa"'aﬁ)a

wobei n die Kardinalitit der Zustandsmenge bezeichne.

Beweis:
Klar! O
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Beispiel 145

Anna und Bodo verabreden sich wieder einmal zu einer Partie Poker. Misstrauisch
geworden durch ihre Verluste beim letzten Rendezvous verdachtigt Anna mittlerweile
ihren Spielpartner, beim Mischen zu mogeln. Um ganz sicher zu gehen, dass die Karten
zukunftig auch wirklich gut gemischt werden, schlagt sie folgendes Verfahren vor: Der
Stapel mit Karten wird verdeckt hingelegt; dann werden m-mal jeweils zwei Karten
daraus zufallig ausgewahlt und vertauscht. Soll Bodo dieser Prozedur zustimmen?
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Beispiel 145

Wir modellieren den oben skizzierten Mischvorgang durch eine Markov-Kette. Als
Zustandsmenge S wahlen wir alle moglichen Anordnungen der Karten. Identifizieren
wir die Karten mit den Zahlen [n] = {1,...,n}, so besteht S aus der Menge aller
Permutationen der Menge [n].

Betrachten wir nun zwei verschiedene Permutationen o, p € S. Nach Definition der
Markov-Kette ist die Ubergangswahrscheinlichkeit p, , genau dann positiv, wenn es
i,7 € [n], i # 7, gibt, so dass

o(y) falls k=i,
p(k) =< o(i) falls k =j,
o(k) sonst.

DWT
(©Susanne Albers



Beispiel 145
Da nach Voraussetzung i und j zufillig gewahlt werden (und es genau (g) solcher
Paare 4, j gibt), gilt in diesem Fall p,,, = 1/(5).

Da man jede Vertauschung zweier Karten durch nochmaliges Vertauschen wieder
riickgdngig machen kann, sieht man auch sofort ein, dass p,,, = p,, gilt. Die
Ubergangsmatrix P ist also symmetrisch und damit insbesondere auch
doppeltstochastisch. Aus Satz 144 folgt somit, dass die Markov-Kette unabhangig von
der Startverteilung zur Gleichverteilung konvergiert.

Der von Anna vorgeschlagene Mischvorgang ist also in der Tat sinnvoll: Fiir m — oo
konvergiert die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die sich ergebende Kartenreihenfolge
gegen die Gleichverteilung, die Karten sind also bestens gemischt!
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Beispiel 145

Anmerkung: Man kann zeigen, dass fiir n Karten bereits m = O(nlogn)
Vertauschungen geniigen, um einen gut durchmischten Kartenstapel zu erhalten.
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