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Aufgabe 1 (8 Punkte)

Kreuzen Sie fiir die folgenden Fragen alle korrekten Antworten an. Fiir jede Frage sind
zwischen null und alle Antworten korrekt. Fiir jede Frage gibt es genau dann einen Punkt,
wenn alle richtigen Antworten angekreuzt und alle falschen Antworten nicht angekreuzt
sind, ansonsten gibt es fiir die Frage null Punkte.

(a) In welchen Wachstumsordnungen liegt die erwartete Laufzeit des QuickSelect-
Algorithmus? 0 O(n) [0 O(nlogn) 0 O(n?)

(b) In welchen Wachstumsordnungen liegt die Worst-Case-Laufzeit einer Folge von m
Operationen auf einem zu Beginn leeren dynamischen Array (definiert wie in der

Vorlesung)? O O(m) O Q(m) 0 ©(m) O o(m) O w(m)

(c) Welche der folgenden Voraussetzungen sind jeweils hinreichend, um das kleinste von
n Elementen in Zeit O(log(n)) finden zu kénnen?

L] Die Elemente sind in einer doppelt verketteten unsortierten Liste enthalten.
[J Die Elemente sind in einem AVL-Suchbaum enthalten.
[J Die Elemente sind in einem Binomial-Min-Heap enthalten.

(d) Welche der folgenden Voraussetzungen sind jeweils hinreichend, damit der Dijkstra-
Algorithmus das korrekte Resultat liefert?

[0 Alle Kantengewichte des Eingabegraphen sind nichtnegativ.
L] Der Eingabegraph enthélt keinen negativen Kreis.
U Der Eingabegraph ist ein DAG.

(e) Welche der folgenden Voraussetzungen sind jeweils hinreichend, damit die Find-
Operation in einem bindren Suchbaum mit n Elementen in Zeit O(log n) durchgefiihrt
werden kann?

U] Die Tiefe des Baums ist maximal 15logn.

0] Fiir jeden inneren Knoten unterscheiden sich die Tiefen des linken und rechten
Teilbaums um maximal 1.

[J Der Baum hat b — 1 innere Knoten, wobei b die Zahl seiner Blatter ist.

(f) Welche Vorteile hat statisches perfektes Hashing gegeniiber Hashing mit Chaining,
wenn die Eingabe aus n € N gleichverteilten Eingabeschliisseln besteht?

[J Die Worst-Case-Laufzeit fiir die Konstruktion der Hash-Tabelle ist linear in n.

[J Die Worst-Case-Laufzeit fiir die Find-Operation ist konstant.

[0 Man kann nach Konstruktion der Hash-Tabelle fiir die n gegebenen Elemente zu-
sédtzliche Elemente in erwartet konstanter Zeit einfiigen.

(g) Welche der folgenden Eigenschaften hat die Adjazenzmatrix als Graph-Repréasentation
fiir einen Graphen mit n Knoten und m Kanten?

O Der Speicherbedarf ist O(n + m).
O Kanten konnen in Zeit O(1) geloscht und eingefiigt werden.

O Alle Nachbarn eines Knotens konnen in Zeit O(d) gefunden werden, wobei d die
Zahl der Nachbarn ist.

(h) Welche der folgenden Algorithmen losen das All-Pairs-Shortest-Path-Problem?
O Dijkstra-Alg. [0 Bellman-Ford-Alg. [J Johnson-Alg.



Loésungsvorschlag

(a)

(b)

(c)

(2)

()

In welchen Wachstumsordnungen liegt die erwartete Laufzeit des QuickSelect-
Algorithmus? X O(n) O ©(nlogn) 0 O(n?)

In welchen Wachstumsordnungen liegt die Worst-Case-Laufzeit einer Folge von m
Operationen auf einem zu Beginn leeren dynamischen Array (definiert wie in der

Vorlesung)? X O(m) X Q(m) X ©(m) O o(m) O w(m)

Welche der folgenden Voraussetzungen sind jeweils hinreichend, um das kleinste von
n Elementen in Zeit O(log(n)) finden zu kénnen?

[J Die Elemente sind in einer doppelt verketteten unsortierten Liste enthalten.
X Die Elemente sind in einem AVL-Suchbaum enthalten.
X Die Elemente sind in einem Binomial-Min-Heap enthalten.

Welche der folgenden Voraussetzungen sind jeweils hinreichend, damit der Dijkstra-
Algorithmus das korrekte Resultat liefert?

X Alle Kantengewichte des Eingabegraphen sind nichtnegativ.
L] Der Eingabegraph enthélt keinen negativen Kreis.
U Der Eingabegraph ist ein DAG.

Welche der folgenden Voraussetzungen sind jeweils hinreichend, damit die Find-
Operation in einem bindren Suchbaum mit n Elementen in Zeit O(logn) durchgefiihrt
werden kann?

X Die Tiefe des Baums ist maximal 15logn.

X Fiir jeden inneren Knoten unterscheiden sich die Tiefen des linken und rechten
Teilbaums um maximal 1.

[J Der Baum hat b — 1 innere Knoten, wobei b die Zahl seiner Blatter ist.

Welche Vorteile hat statisches perfektes Hashing gegeniiber Hashing mit Chaining,
wenn die Eingabe aus n € N gleichverteilten Eingabeschliisseln besteht?

[J Die Worst-Case-Laufzeit fiir die Konstruktion der Hash-Tabelle ist linear in n.

X Die Worst-Case-Laufzeit fiir die Find-Operation ist konstant.

[0 Man kann nach Konstruktion der Hash-Tabelle fiir die n gegebenen Elemente zu-
sédtzliche Elemente in erwartet konstanter Zeit einfiigen.

Welche der folgenden Eigenschaften hat die Adjazenzmatrix als Graph-Reprisentation
fiir einen Graphen mit n Knoten und m Kanten?

O Der Speicherbedarf ist O(n + m).

X Kanten konnen in Zeit O(1) geloscht und eingefiigt werden.

O Alle Nachbarn eines Knotens kénnen in Zeit O(d) gefunden werden, wobei d die
Zahl der Nachbarn ist.

Welche der folgenden Algorithmen losen das All-Pairs-Shortest-Path-Problem?
O Dijkstra-Alg. [0 Bellman-Ford-Alg. X Johnson-Alg.



Aufgabe 2 (12 Punkte)

Kreuzen Sie in den Zeilen (a) bis (f) jeweils das zu den Funktionen stérkste passende
Symbol an. Das heifit, wenn A = o (bzw. A = ©) moglich ist, wéhlen Sie A = o (bzw.
A = 0) und nicht A = O. Falls die Funktionen unvergleichbar sind, kreuzen Sie ,u.“ an.

Bsp.: n € A(n?) KXo DO ODw 0OOQ 06 DOu
(a) n? € A(3n") Oo OO UOw OO 0O6 Ou
b)) YV eA(W) Do DO Dw 00 06 DOu
(c) n! e A(4") o OO Ow 0O 0O6 Ou
(d) n eA2+(-1)"n) Do OO Dw OO O6 DOu
(e) vn € A(lnn) Oo DO ODw OO 06 DOu
(f) (05n)1d“eA<ld") Do 0O Ow 00 06 Du

Begriinden Sie Ihre Antworten jeweils mit einem kurzen Beweis.

Jede korrekt angekreuzte Zeile gibt einen Punkt. Ist das angekreuzte Symbol prinzipiell
richtig, aber nicht das stérkste passende Symbol, gibt es einen halben Punkt. Jeder kor-
rekte kurze Beweis fiir das von Thnen angekreuzte Symbol gibt zusdtzlich einen Punkt.
Sie miissen allerdings nicht beweisen, dass das von Ihnen angekreuzte Symbol das stéirkst
mogliche ist. Eine falsch angekreuzte Zeile oder ein falscher Beweis gibt keine negativen
Punkte.

Losungsvorschlag
(a) Tn? € A(3n") Ko OO UOw 0OOQ 0O6 Ou
b VV3n eA(W) Do DO Dw 00 X6 Ou
(c) n! e A(4") o OO Kw 0OOQ 0O6 Ou
(d) n eEA2+(-1)"n) Do DO ODw OO X6 Ou
(e) Vn € A(lnn) Oo DO XNw 0OQ 06 Ou
() (05n)1d“eA(ld"> Ko 0O Ow 00 06 Du

3
@) i 557 =l =0

(b) lim VY3 gy V3V 3
g V2



(c) Es ist bekannt, dass n! > n™? = /n" gilt, woraus n! € Q(n"?) folgt. Aus

n n 8 n
v = lim \/Tﬁ) >= lim Z) = oo erhalten wir n? € w(4"). Aus

n—oo 4n n—00 n—00

den Transitivitédtsregeln folgt damit n! € w(4™).

(d) Fir alle n gilt n < (2 + (—=1)")n, woraus n € O((2 (— )")n) folgt. Fiir alle n gilt
auBerdem n > 1 (2 + (—1)")n, woraus sich n € Q((2 + (—1)")n) ergibt. Insgesamt
erhalten wir also neo(2+(—1)")n).

0.5n79° 0.5
(e) limﬂ: i D~ lim = = lim 0.5y = 0o
n—oo 1NN n—o00 1/n n—o00 n n—00
(0.5n)Mm (0.5n)Md" ldn I
O 5, S = 0 o = B0 = i 5 =0



Aufgabe 3 (10 Punkte)

(a) Nennen Sie zwei in der Vorlesung behandelte vergleichsbasierte Sortieralgorithmen
und nennen Sie die jeweiligen asymptotisch optimalen oberen Schranken fiir deren
Worst-Case-Laufzeiten.

(b) Erkldren Sie kurz, wie man einen bindren Heap dafiir verwenden kann, um eine gege-
bene Zahlenfolge in aufsteigender Reihenfolge zu sortieren.

(c) Sortieren Sie die Zahlenfolge 741, 147,17,57,45,55,5, 141,145, 11 in aufsteigender Rei-
henfolge mit RadixSort. Geben Sie fiir jede Sortierphase den Inhalt der Buckets sowie
die durch die Sortierphase entstehende Zahlenfolge an.

Loésungsvorschlag
(a) Zum Beispiel MergeSort mit O(nlogn) und QuickSort mit O(n?).

(b) Man fiigt mit der insert-Operation iterativ alle Zahlen in den Heap ein und verwen-
det anschlieflend iterativ die deleteMin-Operation, um die Zahlen in aufsteigender
Reihenfolge zu erhalten.

(c) Wir sortieren nach der letzten Ziffer.

0 1121314 2|6 71819
741 45 147
141 55 17
11 5 57
145

Es ergibt sich das folgende Zwischenresultat: 741,141,11,45,55,5,145,147,17,57

Wir sortieren nach der vorletzten Ziffer.

O 1123 41 51671819
5|11 741 | 55
17 141 | 57
45
145
147

Es ergibt sich das folgende Zwischenresultat: 5, 11,17, 741, 141,45, 145, 147,55,57

Wir sortieren nach der drittletzten Ziffer.

0 1121314]5]6 71819
5| 141 741

11 | 145

17 | 147

45

25

57

Wir erhalten daraus das folgende Endresultat: 5,11, 17,45, 55,57,141, 145, 147, 741



Aufgabe 4 (8 Punkte)

Wir betrachten eine Folge von m > 1 Inkrement-Operationen iterativ angewandt auf 0,
das heifit, dass die k-te Inkrementoperation o, die Zahl k — 1 zur Zahl k inkrementiert.
Wir nehmen an, dass alle Zahlen in Dezimalschreibweise geschrieben werden, also mit
den Ziffern 0,1, ...,9. AuBerdem nehmen wir (vereinfachend) an, dass die Anderung einer
Stelle (von z zu = + 1 fiir alle z € {0,...,8} bzw. von 9 zu 0) Laufzeit 1 hat und
die Laufzeit jeder Inkrement-Operation gerade die Anzahl der Stellen ist, die durch die
Operation gedndert werden.

(a) Definieren Sie ein zuldssiges Amortisationsschema A : {oy,09,...} — R der
Bankkonto-Methode, sodass fiir jede Inkrementoperation o, die amortisierte Lauf-
zeit A(oy,) = T(o%) + A(oy) gerade i betréigt (hierbei sei T(0y) die tatséchliche
Laufzeit von oy,).

Sie erhalten einen Teil der Punkte, wenn Sie eine amortisierte Laufzeit herleiten, die
zwar mehr als 130 betrdgt, aber zumindest konstant ist.

(b) Zeigen Sie, dass Thr Amortisationsschema zuléssig ist, indem Sie nachweisen, dass das
Tokenkonto stets nichtnegativ ist.

Hinweis: Verwenden Sie in Threm Amortisationsschema fiir jede Operation o die Anzahl
Se—szi1(ox) der Stellen, die durch oy von z zu z + 1 geéindert werden, sowie die Anzahl
So—0(0x) der Stellen, die durch oy von 9 zu 0 gedndert werden.

Loésungsvorschlag

(a) Wird eine Zahl x inkrementiert, dann miissen die letzten Stellen der Bindrdarstellung
solange gedndert werden, bis eine Ziffer z, x € {0, 1, ..., 8} in eine Ziffer z+1 gedndert
wurde. Die Kosten hiefiir betragen gerade die Anzahl der Anderungen von 9 zu 0
zuziiglich einer Anderung von z zu x + 1. Wenn also jede Anderung von x zu z + 1
gerade % Token auf das Konto einbezahlt, kann von diesem Konto die néchste spéter
auftretende Anderung derselben Stelle von 9 zu 0 bezahlt werden.

Wir definieren also

Seosar1(0 1
%(k) - 59—>0(0k) = § - 59—>0(Uk)-

Die tatséchliche Laufzeit von oy, betragt nach Angabe
T(ok) = Seset1(0k) + Soso(or) = 1+ Soso(ow).

Die amortisierte Laufzeit betréigt daher

Aoy) =

A(ow) = T(03) + Alow) = (1 + Soolow)) + (é _ 59%0@,6)) =

(b) Dieses Schema ist zuléssig, weil der Betrag auf dem Konto stets % mal die Summe aller
Ziffern in der Dezimaldarstellung der aktuellen Zahl betrégt, und damit nie negativ
ist.

Wir bemerken, dass daher die Laufzeit einer Folge von Inkrementoperationen der Lénge
m maximal %m betrigt.



Aufgabe 5 (8 Punkte)

(a) Fiihren Sie eine merge-Operation auf den folgenden beiden Binomial-Heaps durch.
Zeichnen Sie den resultierenden Binomial-Heap.

min min

ol0 éé

(12) (0) ()

(b) Fithren Sie eine deleteMin-Operationen auf dem folgenden Binomial-Heap durch.
Zeichnen Sie den resultierenden Binomial-Heap.

min

OJ020

(c) Geben Sie fiir die Operationen merge, insert, min und deleteMin von Binomial-
Heaps jeweils asymptotisch optimale obere Laufzeitschranken an.

(d) Gegeben sei ein Binomial-Heap, der aus Binomialbdumen mit den Réngen
0,1,2,3,4,5,6,7 besteht. Auf diesem Heap werden nacheinander 162 deleteMin-
Operationen ausgefiihrt. Berechnen Sie die Rénge der Béume im resultierenden
Binomial-Heap B;.

Nun wird By mit insgesamt 127 weiteren Binomial-Heaps Bs, ..., Bisg vereinigt, die
jeweils genauso viele Elemente wie B; besitzt. Berechnen Sie auch fiir den daraus
resultierenden Binomial-Heap die Rénge der enthaltenen Binomial-Baume.



Loésungsvorschlag

(a)

(10 (W (@)

(c) merge: O(logn), insert: O(logn), min: O(1), deleteMin: O(logn)

(d) Die Elementzahl im urspriinglichen Binomial-Heap ist 255. Der entstehende Binomial-
Heap enthélt damit 93,7 = 10111015 Elemente. Die Rénge der enthaltenen Binomi-
albdume sind also 0,2,3,4,6. Wenn wir nun diesen Baum mit 127 B&umen mergen,
die alle ebenfalls 93 Elemente besitzen, besitzt der entstehende Binomial-Heap genau
93-27T=93-2-2-2-2-2-2.2 Elemente. Da die Multiplikation einer Bindrzahl
gerade einem Bitshift um eine Position nach links entspricht, ist die Bitdarstellung
von 93 - 27 gerade 101110100000005, d.h. der resultierende Binomial-Heap enthélt
Binomial-Bdume mit den Réngen 7,9, 10,11, 13.



Aufgabe 6 (10 Punkte)

(a)

Ein ungerichteter Graph G = (V, E)) mit Knotenmenge V' und Kantenmenge FE ist
bipartit, wenn es zwei Knotenmengen Vi,V CV mit ViNVo =0 und VUV, =V
gibt, sodass jede Kante des Graphen einen Knoten aus V; mit einem Knoten aus V;
verbindet (d.h., keine Kante verlauft innerhalb von V; oder innerhalb von V5). Zeigen
Sie mit (starker) vollstdndiger Induktion, dass jeder Baum bipartit ist.

Gegeben ist die folgende Rekursionsgleichung;:

f(g>+21

2
£(1) =4

Zeigen Sie mit vollstdndiger Induktion, dass es ein ¢ > 0 gibt, sodass fiir alle Dreier-
potenzen n = 3% > 0 mit & € Ny die Ungleichung f(n) < cn erfiillt ist. Verwenden
Sie nicht das Master-Theorem.

Losungsvorschlag

(a)

Fiir den Baum, der n = 1 Knoten hat, also nur aus der Wurzel w besteht, ist die
Aussage klar, da V; = {w}, V5 = 0 eine Moglichkeit ist, die Knotenmengen bipartit
zu partitionieren. (Wenn man mochte, kann man auch den leeren Baum als Indukti-
onsanfang verwenden.)

Sein > 1. Unsere Induktionsannahme ist, dass die Aussage fiir alle gewurzelten Bdume
mit n — 1 Knoten gilt. Betrachte einen beliebigen gewurzelten Baum 7" mit n Knoten.
Dieser muss ein Blatt b mit Vaterknoten v haben. Durch Entfernen von b erhalten wir
einen Baum 7" mit n — 1 Knoten. Nach Induktionsannahme ist 7" bipartit, d.h., es
gibt Mengen V/ und VJ mit den entsprechenden Eigenschaften. Sei 0.B.d.A. v € V/.
Wir definieren Vj := V/ und V5 := Vj U {b}. Alle Kanten aus 7" verlaufen zwischen
V1 und V5. Ebenso verlauft die Kante von v nach b zwischen V; und V5. Daher ist T’
bipartit.

Fiir ungewurzelte Baume kann der Beweis natiirlich analog gefiihrt werden. Alter-
nativ kann man einen ungewurzelten Baum auch vorher einfach wurzeln und dann
direkt obigen Beweis verwenden. (Wir erlauben hierbei die Annahme, dass jeder Baum
gewurzelt werden kann.)

Wir wihlen ¢ = 21. Fir n = 1 gilt f(n) = f(1) =4 < 21-1 = 21n. Sei n > 3 eine
Dreierpotenz. Angenommen, die Aussage gilt fiir die Dreierpotenz 3. Dann finden wir

f(n):2f<g)-|-21§2-21-%+21:14n+21§14n+7n=21n-

10



Aufgabe 7 (8 Punkte)

In dieser Aufgabe sind die Schliissel aufsteigend geordnet. Zeichnen Sie nach jeder Ope-
ration den durch die Operation entstandenen (2, 3)-Baum.

(a) Fithren Sie auf dem folgenden (2,3)-Baum eine insert-Operation des Schliissels 3

durch.

(b) Fiithren Sie auf dem folgenden (2,3)-Baum eine insert-Operation des Schliissels 12
durch.

15 19

T50 CREE

(c¢) Fithren Sie auf dem folgenden (2,3)-Baum eine delete-Operation des Schliissels 4
durch.

(d) Fithren Sie auf dem folgenden (2,3)-Baum eine delete-Operation des Schliissels 8
durch.

11
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Aufgabe 8 (8 Punkte)
Gegeben ist der folgende Graph.

(a) Nennen Sie die Reihenfolge, in der eine Tiefensuche, die bei Knoten a gestartet wird,
die Knoten des Graphen besucht, wenn die Nachbarn eines Knotens in aufsteigender
alphabetischer Reihenfolge bearbeitet werden.

(b) Da der Graph kreisfrei ist, konnen die Knoten topologisch sortiert werden. Nennen
Sie die topologische Sortierung der Knoten, die sich aus der Reihenfolge ergibt, in der
die von Thnen in Aufgabe (a) durchgefiithrte Tiefensuche die Knoten fertig bearbeitet
hat.

(c) Nennen Sie die Reihenfolge, in der eine Breitensuche, die bei Knoten a gestartet wird,
die Knoten des Graphen besucht, wenn die Nachbarn eines Knotens in aufsteigender
alphabetischer Reihenfolge bearbeitet werden.

(d) Nennen Sie, von topologischer Sortierung abgesehen, insgesamt zwei beliebige Anwen-
dungen von (entsprechend modifizierter) Tiefen- oder Breitensuche.

@/@@g O
/ \
oNpo
o

N
N
/

/
N\

N
@ e
jo

O

/

Losungsvorschlag

(a) CI/?b?d?Z‘?k?e?C? f7g7j7h

(b) Die Knoten werden in der folgenden Reihenfolge fertiggestellt: k,i,d, e, b, 7, g, h, f, ¢, a.
Indem wir diese Reihenfolge umdrehen, erhalten wir die gewiinschte topologische Sor-
tierung: a,c, f,h,qg,7,b,e,d,i, k

(C) CL’b?C?d?e’f?i’g’h’k?j

(d) Zum Beispiel SSSP in ungewichteten Graphen oder das Finden von Artikulationskno-
ten und Blocken in Graphen.

13



Aufgabe 9 (8 Punkte)

Die folgende Abbildung enthélt zweimal denselben Graphen. Auf diesem wird gerade der
Dijkstra-Algorithmus zur Losung des Single-Source-Shortest-Path-Problems ausgefiihrt.
Der Algorithmus wurde bei Knoten s (links unten) gestartet. Die quadratischen Knoten
sind diejenigen, die bereits fertig bearbeitet wurden (fiir die der Algorithmus also bereits
die korrekten Distanzen und Vorgédngerknoten ermittelt hat).

Bitte lesen Sie alle Teilaufgaben vollsténdig, bevor Sie mit der Bearbeitung beginnen. Es
muss klar erkennbar sein, welche Markierung was bedeutet.

Bearbeiten Sie folgende Aufgaben im linken Graphen:

(i) Fiir jeden fertig bearbeiteten Knoten z, markieren Sie die Kante zwischen x und dem
Vorgéngerknoten von x im Kiirzeste-Wege-Baum, und schreiben Sie die jeweilige
Distanz vom Startknoten s zu x in den Knoten .

(ii) Fur jeden Knoten z in der Priority-Queue, markieren Sie z und die Kante vom
Vorgéngerknoten zu z, und schreiben Sie den aktuellen Prioritdtswert von x in den
Knoten x (zum Zeitpunkt bevor der néachste Knoten aus der Queue entnommen und
bearbeitet wird).

Sei v der Knoten, der als nichster aus der Queue entnommen und bearbeitet wird. Bear-
beiten Sie folgende Aufgaben im rechten Graphen:

(iii) Markieren Sie v und schreiben Sie die Distanz von s zu v in den Knoten v.

(iv) Fiir jeden Knoten z, der nach der Bearbeitung von v in der Priority-Queue ist,
markieren Sie z. Fiir die Situation nach der Bearbeitung von v, markieren Sie die
Kante vom Vorgéngerknoten zu x und schreiben Sie den Prioritdtswert von x in den

OO0 OO
BN VBN
2, _7,0 2, _V,Q

2 A R N

14



Loésungsvorschlag

15



