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Prioritatswarteschlangen

M:  Menge von Elementen

prio(e): Prioritat von Element e
Operationen:
@ M.build({eq, ..., en}): M={ey,...,en}
@ M.insert(Element e): M=Mue

@ Element M.min(): gib ein e mit minimaler Prioritat prio(e) zurick

@ Element M.deleteMin():
entferne Element e mit minimalem Wert prio(e)
und gib es zurlick
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Priority Queues Allgemeines

Adressierbare Prioritatswarteschlangen

Zusatzliche Operationen fiir adressierbare Priority Queues:

@ Handle insert(Element e): wie zuvor, gibt aber ein Handle
(Referenz/ Zeiger) auf das eingeflugte Element zurlck

@ remove(Handle h): I6sche Element spezifiziert durch Handle h

@ decreaseKey(Handle h, int k):
reduziere Schliissel/ Prioritat des Elements auf Wert k
(je nach Implementation evt. auch um Differenz k)

@ M.merge(Q): M=MuUQ; Q=0;
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Priority Queues Allgemeines

Prioritatswarteschlangen mit Listen

Priority Queue mittels unsortierter Liste:
@ build({ey, ..., en}): Zeit O(n)
@ insert(Element e): ZeitO(1)
@ min(), deleteMin(): Zeit O(n)

Priority Queue mittels sortierter Liste:
@ build({ey, ..., en}): Zeit O(nlog n)
@ insert(Element e): Zeit O(n)

@ min(), deleteMin():  Zeit O(1)

= Bessere Struktur als eine Liste notwendig!
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Binarer Heap

Idee: verwende Binarbaum
Bewahre zwei Invarianten:

@ Form-Invariante: fast
vollstandiger Binarbaum

@ Heap-Invariante:

prio(p) < min{prio(c1), prio(c2)})
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Binarer Heap als Feld

® ® ®

Leol erf eof o] o] ] @] ] e] o)

@ Kinder von Knoten H][i] in H[2i + 1] und H[2i + 2]
@ Form-Invariante: H[0]...H[n — 1] besetzt
@ Heap-Invariante: H[i] < min{H[2i + 1], H[2i + 2]}
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Binarer Heap als Feld
insert(e)
@ Form-Invariante: Hn| = e; siftUp(n); n++;

@ Heap-Invariante:

vertausche e mit seinem Vater bis
prio(H[[(k — 1)/2]]) < prio(e) fur e in H[k] (oder e in H[O])

siftUp(i) {
while (i >0 A prio(H[L(i—1)/2]]) > prio(H[i])) {
swap(H[il, HIL(i ~ 1)/21));
i=(i-1)/2;
}
}

@ Laufzeit: O(logn)
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Heap - siftUp()
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Binarer Heap als Feld

deleteMin()
@ Form-Invariante:
e = HI[0[;
n—-—;
H[0] = HIn];
siftDown(0);
return e;

@ Heap-Invariante: (siftDown)
vertausche e (anfangs Element in H[0]) mit dem Kind, das die
kleinere Prioritat hat, bis e ein Blatt ist oder
prio(e) < min{prio(ci(e)), prio(cz(e))}.

@ Laufzeit: O(logn)
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Binarer Heap als Feld

siftDown(i) {
int m;
while (2i +1 < n) {
if (2i +2 > n)
m=2i+1;
else
if (prio(H[2i + 1]) < prio(H[2i + 2]))
m=2i+1;
else m=2i + 2;
if (prio(H[i]) < prio(H[m]))
return;
swap(H[i], H[m]);
i=m;
}
}
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Heap - siftDown()
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Priority Queues

Binarer Heap / Aufbau

build({eq, ..., €n-1})
@ naiv:

Firalleie{0,...,n—1}:
insert(e;)

= Laufzeit: ©(nlogn)
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Binarer Heap / Aufbau
build({eo, . .., €n1})

effizient:
@ Furalleie{0,...,n—1}:
H[I] = €.

o Furalleie{|3]-1,...,0}
siftDown(J)
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Binarer Heap / Aufbau
Laufzeit:

@ k =[logn]: Baumtiefe (gemessen in Kanten)
@ siftbown-Kosten von Level ¢ aus proportional zur Resttiefe (k — ¢)
@ Es gibt < 2/ Knoten in Tiefe ¢.

O[Z 2f(k—f)]go[2k Y ';k'_f]go

0<t<k 0<t<k

Yo = YodyY gy oug

=1 =1 =2 j=3
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Laufzeiten des Binaren Heaps

min():  O(1)

insert(e): O(logn)
deleteMin(): O(log n)
build(ey, ..., en-1): O(n)
M.merge(Q): ©(n)

Adressen bzw. Feldindizes in array-basierten Binarheaps kénnen nicht
als Handles verwendet werden, da die Elemente bei den Operationen

verschoben werden

= ungeeignet als adressierbare PQs (kein remove bzw. decreaseKey)
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HeapSort

Verbesserung von SelectionSort:

@ erst build(eg,...,en-1): O(n)

@ dann n x deleteMin():
vertausche in jeder Runde erstes und letztes Heap-Element,
dekrementiere Heap-GréBe und flhre siftDown(0) durch:
O(nlogn)

= sortiertes Array entsteht von hinten,
ansteigende Sortierung kann mit Max-Heap erzeugt werden

@ in-place, aber nicht stabil

@ Gesamtlaufzeit: O(nlogn)

H. Taubig (TUM) GAD SS'14



Ubersicht

a Priority Queues

@ Binomial Heaps

H. Taubig (TUM) GAD



Priority Queues Binomial Heaps

Binomial-Baume
Binomial Heaps bestehen aus Binomial-Baumen

@ Form-Invariante:

@ Heap-Invariante:
prio(Vater) < prio(Kind)

Elemente der Priority Queue werden in Heap ltems gespeichert, die eine
feste Adresse im Speicher haben und damit als Handles dienen kénnen
(im Gegensatz zu array-basierten Binarheaps)
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Binomial-Baume

Beispiel
Korrekte Binomial-Baume:

r=1

r=0 r=2 r=3
® @ @ @
& & ©
® & @ ©
@ J
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Binomial-Baum: Merge

Wurzel mit groBerem Wert
wird neues Kind der Wurzel
mit kleinerem Wert!
(Heap-Bedingung)

aus zwei B,_1 wird ein B,
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Priority Queues Binomial Heaps

Binomial-Baum: Léschen der Wurzel (deleteMin)

aus einem B,

LA
werden B,_1, ..., By @) () (®
@4
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Binomial-Baum: Knotenanzahl

B, hat auf Level k € {0, ..., r}
genau () Knoten

Warum?

Bei Bau des B; aus 2 B,_1 gilt:
ry (r-1 r—1
k) “\k-1) | &

Insgesamt: B, hat 2" Knoten
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Priority Queues Binomial Heaps

Binomial-Baume
Eigenschaften von Binomial-Bdumen:

T gt

Binomial-Baum vom Rang r
@ hat Héhe r (gemessen in Kanten)
@ hat maximalen Grad r (Wurzel)
@ hat auf Level £ € {0, ..., r} genau (;) Knoten
@ hat Y;_, (;) = 2" Knoten
o zerfallt bei Entfernen der Wurzel in r Binomial-Baume
von Rang 0 bis r — 1
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Binomial Heap
Binomial Heap:
@ verkettete Liste von Binomial-Baumen

@ pro Rang maximal 1 Binomial-Baum
@ Zeiger auf Wurzel mit minimalem Prioritatswert

L
AA?

(Zahlen: Range)
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Binomial Heap

Beispiel
Korrekter Binomial Heap:

min-Zeiger

Binomial-Baum
vom Rang r=1

H. Taubig (TUM) GAD SS'14



Priority Queues Binomial Heaps

Merge von zwei Binomial Heaps

wie Bin&raddition:

A A '
A A2 L.

O
A A A =11010000

Aufwand fir Merge: O(log n)
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Binomial Heaps

B;:  Binomial-Baum mit Rang i
Operationen:
@ merge: O(logn)
@ insert(e): Merge mit By, Zeit O(log n)
@ min(): spezieller Zeiger, Zeit O(1)

@ deleteMin():
sei das Minimum in B;,

durch Loéschen der Wurzel zerfallt der Binomialbaum in
Bo, ..., Bi_1

Merge mit dem restlichen Binomial Heap kostet O(log n)
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Binomial Heaps

Weitere Operationen:

@ decreaseKey(h, k): siftUp-Operation in Binomial-Baum fir das
Element, auf das h zeigt,
dann ggf. noch min-Zeiger aktualisieren

Zeit: O(logn)
@ remove(h): Sei e das Element, auf das h zeigt.

Setze prio(e) = —co und wende siftUp-Operation auf e an bis e in
der Wurzel, dann weiter wie bei deleteMin

Zeit: O(logn)
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Bessere Laufzeit mit Fibonacci-Heaps

Fibonacci-Heaps

Verbesserung von Binomial Heaps mit folgenden Kosten:
@ min, insert, merge: O(1) (worst case)
@ decreaseKey: O(1) (amortisiert)
@ deleteMin, remove: O(log n) (amortisiert)

Wir werden darauf bei den Graph-Algorithmen zurickgreifen.
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