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Hausaufgabe 1 (5 Punkte)

1. Sei A = {2z; z € Ny}. Geben Sie einen Wahrscheinlichkeitsraum Wy = (€, Pr) an
mit Q =Ny und Pr[A] = 1. Beweisen Sie die Korrektheit Thres Beispiels!

2. Geben Sie einen Wahrscheinlichkeitsraum Wy = (Q,Pr) an mit Q = Ny, so dass
0 < Pr[z] < i fiir alle z € Q gilt. Beweisen Sie die Korrektheit Thres Beispiels!

Hausaufgabe 2 (5 Punkte)

Spieler A wiirfelt mit drei iiblichen 6-seitigen fairen Wiirfeln. Er zeigt Spieler B das
Ergebnis nicht, sagt aber korrekterweise, dass die Summe der Augenzahlen der drei Wiirfel
9 ist.

1. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass einer der Wiirfel eine 5 zeigt?

2. Wie andert sich diese Wahrscheinlichkeit, wenn Sie annnehmen, dass einer der Wiir-
fel unfair ist und tatséchlich die 5 dreimal so wahrscheinlich zeigt, wie die 1, wahrend
die {ibrigen Zahlen gleichwahrscheinlich gezeigt werden wie die 17

Hausaufgabe 3 (5 Punkte)

1. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass eine zuféllig aus einer Wertemenge W =
{1,2,...,150} ausgewihlte Zahl x € W durch 3 oder 7 (oder beides) teilbar ist! Die

Auswahl aus W sei dabei Laplace-verteilt.

2. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist eine (Laplace)-zufillig aus einer Wertemenge
W = {1,2,...,150} ausgewéhlte Zahl z € W gleichzeitig nicht durch 4,6 und 8
teilbar?

Hausaufgabe 4 (5 Punkte)
Wir variieren das aus der Vorlesung bekannte ,,Ziegenproblem* wie folgt.

Es gibt 8 Tiiren und hinter 7 Tiiren ist eine Ziege. Nur hinter einer einzigen Tiir befindet
sich keine Ziege sondern ein Auto, das der Kandidat gewinnen will. Nachdem der Kandidat
die Tiir mit Nr. 1 ausgewéhlt hat, 6ffnet der Moderator 4 andere Tiiren, hinter denen
jeweils eine Ziege sitzt.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit gewinnt der Kandidat das Auto, wenn er schliellich eine
geschlossene Tiir wahlt, aber nicht die Tiir mit Nr. 17 Ist diese Wahl optimal?



Hinweis: Die Vorbereitungsaufgaben bereiten die Tutoraufgaben vor und werden in der Zen-

traliibung unterstiitzt. Tutoraufgaben werden in den Ubungsgruppen bearbeitet. Hausaufgaben
sollen selbststdndig bearbeitet und zur Korrektur und Bewertung abgegeben werden.

Vorbereitung 1

Thema sind unabhéngige Mengen von Ereignissen E C ) eines diskreten Wahrscheinlichkeitsraumes
W = (Q,Pr).

Seien n € N und p; € R mit 0 < p; < 1 fiir alle i € [n].

Wir entwickeln ein Verfahren, das fiir den Wahrscheinlichkeitsraum W eine unabhingige Menge
{A1,Asy,..., A} von n verschiedenen Ereignissen A; C Q mit Pr[4;] = p; konstruiert. Fiir die Kon-
struktionsschritte sind jeweils geeignete Voraussetzungen fiir die Existenz von Ereignissen mit bedingter
Wahrscheinlichkeit p; zu fordern.

e 1. Schritt:
Wir wiihlen ein Ereignis A7 C Q mit Pr[4;] = p;.

Dann ist die Menge {A;} unabhingig. Beweis!
o (k+1)ter Schritt:

Sei {A1, Ay, ..., A} eine unabhingige Menge von k Ereignissen A;. Dann wihlen wir fiir je-
des s = (s1,...,5;) und Ereignis A* = (., A}* ein (Teil)-Ereignis B® mit B* C A® und

?

Pr[B?|A®] = pgy1 (der Exponent s; sei definiert wie in der Vorlesung).
Wir definieren Ay = USE{O 1}k Bs.
Dann ist die Menge {A1, Aa, ..., Ag, A1} eine unabhiingige Menge von k+1 Ereignissen. Beweis!

1. Beweisen Sie die Korrektheit des Verfahrens, indem Sie die Unabhéngigkeit der konstruierten
Mengen in beiden Schritten wie gefordert beweisen.

2. Geben Sie ein Beispiel an fiir Ereignisse A, B, C' mit Wahrscheinlichkeiten Pr[A] =
Pr[C] = i, so dass die Menge {4, B, C'} unabhingig ist.

Vorbereitung 2

Wir wihlen nacheinander (gleichverteilt) zuféllig und unabhiingig Buchstaben aus der Multimenge der
Buchstaben des Wortes CHOOSE aus. Berechnen Sie Erwartungswert und Varianz der folgenden Zufalls-
variablen:

X := Anzahl der Ziige (mit Zuriicklegen) bis C gezogen wurde.



Tutoraufgabe 1

Wir wollen mit einem Test feststellen, mit welcher Wahrscheinlichkeit eine bestimmte
infektiose Krankheit vorliegt, wenn der Test positiv war. Die Krankheit trete bei Menschen
mit der Hiufigkeit 107° auf. Bei gesunden Menschen sei der Test mit Wahrscheinlichkeit
0,001 positiv, bei schon erkrankten Menschen sei der Test in 95% der Félle positiv.

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei einem positiv ausgefallenen Test keine In-
fektion vorliegt?

Tutoraufgabe 2
Wir betrachten das folgende Experiment:

e 1. Schritt: Eine faire Miinze wird solange geworfen, bis das erste Mal Kopf erscheint.
Es sei k die Anzahl der dazu ausgefiithrten Miinzwiirfe.

e 2. Schritt: Es wird ein fairer 6-seitiger Wiirfel k-mal geworfen mit Ergebnissen aus
der Menge [6].

1. Stellen Sie die Ergebnisse des Experiments entsprechend als diskreten Wahrschein-
lichkeitsraum dar und beweisen Sie, dass Thre Darstellung korrekt ist, d.h., dass die
Definitionsbedingungen eines diskreten Wahrscheinlichkeitsraumes erfiillt sind.

2. Es sei M}, das Ereignis, dass die Miinze im ersten Schritt genau k-mal geworfen
wird. Bestimmen Sie Pr[M].

3. Essei A das Ereignis, dass in den & Wiirfen des Wiirfels genau einmal eine 6 geworfen
wird. Bestimmen Sie Pr[A|Mj] und Pr[A].

4. Bestimmen Sie Pr[M|A].

Tutoraufgabe 3

Fir alle w = (wy,...,w,) € Q = {0,1}" mit n > 2 sei Prw] = 27". Wir definieren die
n + 1 Ereignisse A; := {w € @ ; w; =1} und B := {w € Q; >, w; ist ungerade} sowie
die Ereignismengen

Flz{Al,...,An,B}, FQZ{Al,...,An}, FgZ{AQ,...,An,B}.

Welche dieser Mengen sind unabhéngig? Beweis!

Hinweis: Nutzen Sie das in Vorbereitungsaufgabe 1 definierte Verfahren.

Tutoraufgabe 4

Wie in Vorbereitungsaufgabe 2 wihlen wir nacheinander (gleichverteilt) zuféllig und un-
abhéngig Buchstaben aus der Multimenge der Buchstaben des Wortes CHOOSE aus. Be-
rechnen Sie Erwartungswert und Varianz der folgenden Zufallsvariablen:

X := Anzahl der Ziige (ohne Zuriicklegen) bis C gezogen wurde.



