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Ubersicht:

1. Ubungsbetrieb Termine, Fragen, Probleme

2. Thema

3. Vorbereitung
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1. Ubungsbetrieb

Ubungsgruppen in den beiden Nachpfingstwochen:
Montags-, Dienstags- und Mittwochsgruppen

in der zweiten Woche,

Donnerstags- und Freitagsgruppen

in der ersten Woche

Fristverlangerung Hausaufgabenabgabe Blatt 8:
Abgabe bis 18.6., 10 Uhr

Aktuelle Fragen, Anregungen?
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2. Thema Gamma- und Normalverteilung

Ahnlich wie bei diskreten Verteilungen, gibt es bei kontinuierlichen
Verteilungen

Familien zusammengehdriger Verteilungen,
wie z.B.
die Gammaverteilungen und die Normalverteilungen.

Zu den Gammaverteilungen z&dhlen insbesondere die
Erlangverteilungen, mit der Exponentialverteilung als Spezialfall.
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2.1 Gammaverteilung

Definition

Eine kontinuierliche Zufallsvariable X ist Gammaverteilt von der
Ordnung r mit Parameter A mit reellen Werten > 0 und A > 0,
i.Z. X ~ Gamma(r, \), falls fiir die Dichte fx von X gilt

)\T‘

fx(z) = maf—le—m I

(0,00) ("B) )

mit der Gammafunktion
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Erinnerung
L(r+1)=r-T(r),

I'(n) = (n—1)! fir n € N und
r(}) = V7.

Eigenschaften

1. E[X] X
2. Var[X] = vt

3. Faltungseigenschaft:

X ~ Gamma(r, ), Y ~ Gamma(s,\) und X,Y unabhingig
= X +Y ~ Gamma(r + s, A).
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Allgemeine Aufgabenstellung:

Bestimmen Sie fiir n € N\ {0} mit einer geeigneten Induktion die
Verteilungsfunktion einer Gamma(n, \)-verteilten ZV.

Bemerkung: Gesucht ist ein integralfreier Ausdruck fiir die
Verteilungsfunktion.

In VA 1 I6sen wir diese Aufgabe fiir n = 3.
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Die Verteilung der Summe Y von n unabhdngigen, mit Parameter
A exponentialverteilten ZV X1, Xo, ..., X}, heiBt

Erlang-Verteilung der Ordnung n.
Sie besitzt fiir x > 0 die angegebene Dichte

fy(.%') — %xn—le—)\w )

Man berechnet die Dichte durch wiederholte Faltung.

Die Exponentialverteilung ist Spezialfall der Erlangverteilung mit
n=1.
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Die Verteilungsfunktion

Fra) = [ " vty de

berechnet man durch partielle Integration.
Dabei tritt eine Rekursionsformel

Fg, () = A+ Fg,_,(z)
auf, wobei S), jeweils fiir Y steht.

Den gesuchten Ausdruck erhalt man dann durch Aufsummieren.
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2.2 Normalverteilung

Definition

Eine kontinuierliche Zufallsvariable X heiBt normalverteilt mit den
Parametern 1 € R und o € R, i.Z. X ~ N (i, 0?), falls fiir die
Dichte fx von X gilt

fx(x) = - ‘6(_%)-

2o

N(0,1) heiBt Standardnormalverteilung.
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Verteilungsfunktion

Bezeichnung:
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Eigenschaften
1. E[X] =g
2. Var[X] = o2,
3. Faltungseigenschaft:
X1~ N(u,01), Xo~ N(u2,03)
und X7, X5 unabhingig mit a1, as € R,a? + a3 # 0
= a1 X1+ axXo ~ N(ajp + agpa, a?0? + ado?).
4. Lineare Transformation:
X ~ N(p,0?) und a,b € R mit a # 0
= aX + b~ N(ap+b,a%*s?).

zU DWT 2.2 Normalverteilung -
(©Dr. Werner Meixner L.\



3. Vorbereitung Blatt 8

31VA1

Seien X1 und Xs unabhingige exponentialverteilte Zufallsvariablen
mit Parametern \; bzw. \g.

@ Berechnen Sie die Dichtefunktion von Y = X7 + X5 durch
Anwendung der Faltungsformel

)= [ T @) oy - o) da

und vereinfachen Sie das Ergebnis im Fall \; = Ay so weit wie
moglich.

@ Seien X1, X9, X3 unabhingig exponentialverteilt mit gleichem
Parameter A und Y = X + X5 4+ X3. Berechnen Sie die
Verteilungsfunktion Fy in geschlossener Form.
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(1)
Berechnen Sie die Dichtefunktion von Y = X + X5 durch
Anwendung der Faltungsformel

fr(y) = / T @) oy — ) de

und vereinfachen Sie das Ergebnis im Fall \; = A9 so weit wie
moglich.

Losung

Es gilt fx,(z) = A\ie ™% und fx,(x) = Age™?2%. Damit folgt,
wenn A1 # A gilt, fiir y > 0:
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fY(y) _ / )\16—)\1x . )\Qe—kz(y—w) dx
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Im Fall Ay = Ao =: A gilt

[ee]
frly) = / e M \e A7) gy
—00
y
= >\26_>‘y/ dz
0
= Nye V.

Fiir y < 0 folgt in allen Fallen direkt fy(y) = 0.
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Seien X7, X9, X3 unabhingig exponentialverteilt mit gleichem
Parameter A und Y = X + X5 4+ X3. Berechnen Sie die
Verteilungsfunktion Fy in geschlossener Form.

Losung

Wir wenden die Faltungsformel noch einmal an, und zwar auf
fx1+x, und fx, wie folgt.
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Die Verteilungsfunktion Fy- kann nun durch Integration der
Dichtefunktion fy berechnet werden, wie es im Folgenden
ausfiihrlich dokumentiert wird.

Wir wenden insbesondere partielle Integration an.
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s (

= (Fortsetzung nachste Folie)
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y? v
= (—)\2)? A ye ’\y—/ (=A)e M dz
0
2 o=
— (—)\2)%6_>\y _ )\ye—)\y [e—)\x] 73
2,2
= 1 - )\ye*/\y — e — eV

Bemerkung

Seien X1, X5, ..., X, unabhingige mit Parameter A
exponentialverteilte Zufallsvariable. Die Zufallsvariable
Y = X1 + ...+ X, besitzt die sogenannte Erlang-Verteilung
n—1 i
Ay)*
Ry =1-%

=0

7 e
7!
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3.2VA2
Sei X eine kontinuierliche Zufallsvariable.
O Zeigen Sie: Falls X ~ N(2, 3), dann gilt 2X + 1 ~ N(5,2).

@ Seien dy,ds,c € R mit dy < d und ¢ > 0. Berechnen Sie
a,b € R, so dass fiir Y = aX + b gilt

Pr[di < X < dy] =Pr[-c <Y < (.
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(1)
Zeigen Sie: Falls X ~ N(2, 3), dann gilt 2X + 1 ~ N(5,2).

Losung

Seien 1 und o der Erwartungswert bzw. die Varianz von X, d. h.

- 2 _ 1
p=2bzw. 0% = 3.

Y = 2X + 1 ist eine lineare Transformation von X und nach Satz
der Vorlesung deshalb normalverteilt mit Erwartungswert
2/t 4+ 1 =5 bzw. Varianz 2202 = 2. W.z.b.w.
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(2)
Seien dy,ds,c € R mit dy < d und ¢ > 0.
Berechnen Sie a,b € R, so dass fiir Y = aX + b gilt

Pr[di < X <do] =Pr[-c <Y < (.

Losung
Sei a > 0. Dann gilt
di1 <X <dy <= adi+b<Y <ady+b.

Wir l6sen fiir a, b die Gleichungen

adi +b=—c und ads+b=c.

Losung:
B 2c _d1 + do c
Cdy—dy’ Cdy —dy
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Wir betrachten unabhidngige stetige Zufallsvariablen X und Y/, die
beide auf dem Intervall [0,1] C R gleichverteilt sind.
Sei Z = max{X,Y}.

© Berechnen Sie die Verteilungsfunktion F.

@ Bestimmen Sie eine Funktion « : [0, 1] — [0, 1], so dass u(X)
die gleiche Verteilung wie Z besitzt.

zU DWT 33VA3 -
(©Dr. Werner Meixner L.\



(1)

Berechnen Sie die Verteilungsfunktion Fz.

Losung
Die gemeinsame Dichte der Zufallsvariablen X,Y" sei fx y(z,y).

Aufgrund der Unabhiangigkeit von X, Y gilt fiir
(z,y) €10,1] x [0,1] die gemeinsame Dichte 0 und fiir
(z,y) €[0,1] x [0,1]

fxy(y)=fx(@) frly)=1-1=1.

Wir berechnen die Verteilungsfunktion Fz(z).
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Offenbar gilt zun&chst
Fz(z) =0 bzw. Fz(z) =1 fir 2 <0 bzw. 1 < 2.

Fir z € [0,1] C R gilt

Fz(z) = Prmax{X,Y} <z|
= Pr[X <zY <z

= / [xy(z,y)dzdy
[0,2]x[0,z]

= / 1dxdy
[0,2]x[0,z]

= 2’2.
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(2)
Bestimmen Sie eine Funktion u : [0, 1] — [0, 1], so dass u(X) die
gleiche Verteilung wie Z besitzt.

Losung

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass wir eine Simulation von Fy
aus der Inversen von F; erhalten kdnnen.

Wir rechnen direkt und setzen die Invertierbarkeit von u voraus.
Sei Y = u(X).
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Dann gilt

Fy(y) = Pr[y <y] = Prlu(X) <y]
= Pr[X <u7'(y)]

= Fx(u'(y))
u(y).
Aus der Gleichung Fiz(y) = Fx(u~!(y)) folgt nun 32 = u~'(y),
mithin
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