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1. Ubungsbetrieb

Fragen?

Vorschlage?
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Terminanderung:

Die Zentraliibung am 12. Juni findet nicht statt!
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2. Thema: Wahrscheinlichkeitserzeugende Funktionen

Definition

Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Wx C Ng und
WahrscheinlichkeitsmaB Pr.

Dann ist die Wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion G x (s)
definiert als

Gx(s) =) Pr[X =i]-s
=0

d.h.
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Bemerkung
Es gilt Gx (1) = 1, da die Summe aller Wahrscheinlichkeiten 1 ist.

Es gilt G’ (1) = E[X].
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Satz 77 (Mischung von Verteilungen)

Seien X1, X5, ... unabhangige und identisch verteilte
Zufallsvariable mit der w.e. Funktion Gx(s). N sei ebenfalls eine
unabhéngige Zufallsvariable mit w.e. Funktion G (s). Dann
besitzt die Zufallsvariable Z := X7 + ... + Xy die w.e. Funktion

Gz(s) = GN(Gx(s))-

Zusatz:

Aus Gz(S) = GN(G){(S))
folgt G4 (1) = G’y (Gx (1)) - G (1),
mithin, wegen Gx (1) =1,
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3. Vorbereitung VA Blatt 6

Themen:
1. Erz. Funktion einer negativ binomialverteilten Zufallsvariablen
2. Mischung von Verteilungen

3. Borelsche Mengen
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31VA1l

Bestimmen Sie die erzeugende Funktion einer negativ
binomialverteilten Zufallsvariablen.

Zur Erinnerung: Die Dichte einer negativ binomialverteilten
Variablen X, eines Wertes ¢ bei Erfolgswahrscheinlichkeit p und n
Wiederholungen ist

Fx, (i) = (;__11) pt(1—p) "
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11) = G-p=2) sofort ( 11) = 0 fur

(n—1)! 711_—

Man beachte, dass mit (;__
i < n folgt.

Fiir die erzeugende Funktion Gx, (s) gilt dann

Gx,(s) = i(i_l).pn(l_p)i—n.si

. n—1
1=0
oo .
_ i—1 n i-n i
S i R
i=n
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Ein Schliissel fiir eine geschlossene Darstellung der Funktion
Gx, (s) kann u.a. die Rekursion fiir alle n > 1 sein mit

2
pb-s
GXn+1 (5) = n ’ CTY/Xn (S) )

wobei laut Vorlesung fiir n = 1 gilt

pSs

R
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Beweis der Rekursion:
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Ein alternativer Ansatz X,, = Z1 + Z2 + ... Z, mit unabhiangig
geometrisch verteilten Z; ist nach Vorlesung

Gx,(s) =Gz, () - Gzy(s) ... -Gz, (s) = (ﬁ)n .

(Satz 75 der Vorlesung)
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3.2VA2

Wir betrachten eine binomialverteilte Zufallsvariable X mit
Wx = {0,1,2} und der Dichtefunktion

Fxli) = (f) (%) (;)H fir icWy.

AuBerdem sei eine Zufallsvariable Y gegeben
mit Wy = {1,2} und Pr[Y = 1] = 1.

@ Bestimmen Sie die erzeugenden Funktionen
Gx(z) und Gy (z) fir X bzw. Y'!
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Losung

Gx(z) = (3)"+2(3) (3) = + (3)° 2
— i ger e
= %(24—2)2

Gy(z) = %z~|— %zz
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@ Nun betrachten wir das folgende Zufallsexperiment:
Zunichst wird Y getestet.

Der Wert von Y bestimmt, ob die Zufallsvariable X nur ein
erstes Mal getestet wird mit Wert X7,

oder ob X auch ein

zweites Mal getestet wird mit Wert X5 beim zweiten Test.

Je nachdem bestimmen wir dann

Z:Xl oder Z:X1+X2.

Bestimmen Sie den Erwartungswert der Zufallsvariablen Z!
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Losung

Dies ist eine Anwendung von Satz 77 der Vorlesung (siehe oben).

Aus Gz(s) = Gn(Gx(s)) folgt G'4(1) = G\ (Gx (1)) - G (1),
mithin, wegen Gx (1) =1,

E[Z] = E[N] - E[X].
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© Bestimmen Sie die Dichtefunktion fz von Z!
Losung
Gz(z) = Gy(Gx(2))

(3z+2%+ FH(z+2))

Nl NI

- g (92% + 362 + 36 +
2 4+ 823 + 2422 4 322 + 16)

— _.% (z4+823+33z2+682+52).

N =
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Damit ergeben sich die Dichtewerte aus den Koeffizienten des

Polynoms G z(z).
fz(0
fz(1

(0) =
(1) =
(2) =
3) =
(4) =

I

3

Il

fz(4
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33VA3

Es sei ) eine Ergebnismenge.

Wir nehmen an, dass wir fiir eine Menge £ C P(Q2) von
Ereignissen Wahrscheinlichkeiten definieren wollen.
Wir suchen dazu eine kleinste o-Algebra iiber €, die £ enthilt.

Sei

oa(€) :=(){A; Aist o-Algebra iiber Q mit £ C A}.
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@ Zeigen Sie, dass 0 (&) eine o-Algebra iiber Q mit £ C 0q(€)
ist und dass fiir jede o-Algebra A iiber 2 mit £ C A die
Relation 0 (&) C A gilt.

@ Die Borelschen Mengen B(R?) iiber R? sind definiert durch
B(R?) := op2(£) mit € = {[a,b] x [¢,d]; a,b,¢c,d € R}.

Zeigen Sie, dass die Menge K = {(z,y) € R?; 22 +y? < 1}
in B(R?) enthalten ist.
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@ Zeigen Sie, dass 0q(&) eine o-Algebra iiber Q@ mit £ C 0q(&)
ist und dass fiir jede o-Algebra A iiber 2 mit £ C A die
Relation 0 (&) C A gilt.

Lésung

Wir lernen ein wichtiges Beweisprinizip kennen:
Konstruktion mittels Bildung des Durchschnitts (z. B. von

Algebren).
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Wir zeigen zunéchst, dass oq(€) eine o-Algebra ist.

Dazu sind die folgenden Abgeschlossenheitseigenschaften des
Systems 0 (€) nachzuweisen:

(E1) Qe oq(€).
(E2) Acoq(f) = Acoq(é).
(E3) Ap €oq(€)firalleneN = J,cyAn € 0a(E).

Beweis: Elementar.
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Nun zeigen wir:
Fiir jede o-Algebra A iiber Q mit £ C A gilt 0q(€) C A.

Beweis:
0q(&) ist Durchschnitt aller o-Algebren mit £ C A.

Daraus folgt 0 (&) C A.
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@ Die Borelschen Mengen B(R?) iiber R? sind definiert durch
B(R?) := op2(E) mit & ={[a,b] x [¢,d]; a,b,c,d € R}.

Zeigen Sie, dass die Menge K = {(z,y) € R?; 2% + ¢y*> < 1}
in B(R?) enthalten ist.
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Losung

Sei Q die Menge der rationalen Zahlen. Dann ist die Menge &' C &
mit

&' ={la,b] x [¢,d]; a,b,c,d € Q}
abzahlbar.

Das Komplement von K |4Bt sich durch Elemente von &’
ausschépfen, d. h.

K=|(J{re¢&;1CK}.

Damit gilt K € B(R?).
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