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1. Ubungsbetrieb

Fragen?

Vorschlage?
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Neue Korrekturregeln

Ab Blatt 2 wird nach den folgenden Korrekturregeln verfahren:

@ Die Abgabe erfolgt wie bei Blatt 1 bis spatestens zu dem
Termin, der auf dem Blatt angegeben ist.

e Fiir jedes Blatt bestimmt der Ubungsleiter durch 2-maligen
Miinzwurf zwei von vier Aufgaben.
Diese und nur diese werden bei allen Teilnehmern korrigiert.

o Jeder Teilnehmer bekommt das Doppelte der von ihm
geleisteten Punkte gutgeschrieben.

@ Das Verfahren kann nach rechtzeitiger Ankiindigung vor
Abgabe des Blattes wieder ausgesetzt werden. In diesem Fall
wird dann wieder jede Aufgabe korrigiert.

(Siehe Ubungswebseite)
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2. Thema: Unabhangigkeit von Ereignissen und
Zufallsvariablen

2.1 Definitionen nach Vorlesung

Die paarweise verschiedenen Ereignisse A1,..., A, heiBen
unabhingig, wenn fiir alle Teilmengen
I'={i1,...,i} C{1,...,n} miti; <iz <...<i gil, dass

PI‘[Ail ﬂ...ﬂAik] = PI‘[Ail] c... PI‘[A%] (1)

Die Zufallsvariablen X1,..., X,, heiBen unabhangig, wenn fiir alle
(X1,...,xpn) € Wx, X ... x Wx, gilt

PriXi=a1,...,Xp =2, =Pr[Xi =2]-...-Pr[X,, = 2,,] . (2)
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Achtung:

@ Falls fiir paarweise verschiedene Ereignisse Aq,..., A, die
folgende Gleichung gilt

Pr[A; N...NA,] =Pr[4]-... - Pr[4,], (3)

dann gilt nicht notwendigerweise auch fiir alle Teilmengen
I:{il,...,ik}g {1,...,n} mit 41 < o < ... <1y die
Gleichung

Pr[A;, N...NA;] =Pr[A;,]-... Pr[4,;,]. (4)
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Aber:

@ Falls n Zufallsvariable X7, ..., X,, unabhangig sind, dann sind
fiir alle Teilmengen I = {i1,...,it} € {1,...,n} mit
11 <2 < ... <1y die Variablen X; ,...X;, unabhangig, d.h.
es gelten fiir alle (z;,,..., ;) € Wx, x...xWx, die
Gleichungen

PI‘[Xil =Tjpyee s sz :xzk] = PI“[)(Z'1 :I‘il] .. PI‘[Xlk :xlk] .
Insbesondere sind dann fiir beliebige z1, ..., z, die Ereignisse
Al = (”Xl:xl“)a SRR An = (an:xn“)

unabhingig.
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Es gilt der folgende Satz, der die Unabhangikeit von Ereignissen
und die Unabhangigkeit von Zufallsvariablen in Zusammenhang
bringt.

Zuvor aber die

Definition der Indikatorvariablen (siehe Vorlesung):

Sei A C Q ein Ereignis. Dann heiBt die Abbildung 74 : Q2 — R

1 falls A eintritt, d.h. z € A,
0 sonst.

I4(x) = {
eine Indikatorvariable des Ereignisses A.

Beziiglich des gegebenen Wahrscheinlichkeitsraumes ist jede
Indikatorvariable eine Zufallsvariable.

zU DWT 2.1 Definitionen nach Vorlesung -
(©Dr. Werner Meixner L.\



Satz:

Die Ereignisse A1, ..., A, sind genau dann unabhangig, wenn die
Indikatorvariablen I,4,,...,14, unabhangig sind.
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2.2 Konstruktion unabhangiger Ereignisse

Thema ist die allgemeine Konstruktion unabhangiger Mengen von
Ereignissen E C (2 eines diskreten Wahrscheinlichkeitsraumes

W = (Q,Pr).

Seien n € N und p; € R mit 0 < p; < 1 fiir alle i € [n].

Wir entwickeln ein Verfahren, das fiir den Wahrscheinlichkeitsraum

W eine unabhéngige Menge {A1, As, ..., Ay} von n verschiedenen
Ereignissen A; C Q mit Pr[A;] = p; konstruiert.

Fiir die Konstruktionsschritte sind jeweils geeignete
Voraussetzungen fiir die Existenz von Ereignissen mit bedingter
Wabhrscheinlichkeit p; zu fordern.
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@ 1. Schritt:
Wir wahlen ein Ereignis A; C Q mit Pr[A4;] = p;.
Dann ist die Menge {A4;} unabhingig. Beweis!
@ (k+1)ter Schritt:
Sei {A1, Aa, ..., Ay} eine unabhingige Menge von k
Ereignissen A;.
Fiir jedes s = (s1,...,s;) mit s; € {0,1}  (siehe Vorlesung)
und Ereignis A° := ;¢ 47"
wahlen wir
ein (Teil)-Ereignis B* mit B* C A® und Pr[B*®|A®] = pr1 -

Wir definieren A1 := Useqo130 B

Dann ist die Menge {41, Ag, ..., Ak, Aps1}
eine unabhangige Menge von k+1 Ereignissen. Beweis!
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3. Vorbereitung auf Tutoraufgaben Blatt 2

31VA1

© Beweisen Sie die Korrektheit des Verfahrens, indem Sie die
Unabhangigkeit der konstruierten Mengen in beiden Schritten
wie gefordert beweisen.

@ Geben Sie ein Beispiel an fiir Ereignisse A, B, C' mit

Wahrscheinlichkeiten Pr[A] = £, Pr[B] = %, Pr[C] = 1, so

dass die Menge {A, B, C'} unabhingig ist.
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Konstruktion des Beispiels (Teilaufg. 2):
Wir wahlen Q = [24] und Pr(z) = 5; fiir alle z € Q.

Wir beniitzen die Schreibweisen des obigen Verfahrens zusammen
mit Intervallen [a,b] = {a,a+1,...,b} CN.

Sei A= Ay = [1,12]. Dann gilt Pr[A] = 1.
Es folgen A(M) = [1,12] und A© = [13,24].
Seien B =1[9,12] und B = [13,16].
Dann gilt A, = BM U BO) =9, 16].

Wir setzen B = Ay und erhalten Pr[B] = 1.
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Wir haben nun die Partition

AL = A nAy, = [9,12],
A — A nAy, = [13,16],
ALY — A N4y = [1,8],

A00) A N4y = [17,24]

Seien
B =19}, BOD = (16}, BALO) = {7,8}, B = {17,18}.

Dann gilt A3 = B y BOD y B0y BO00) = [7, 9] U [16, 18].

Wir setzen C' = Az und erhalten Pr[C] = 1.
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Beweis der Korrektheit der Konstruktion (Teilaufg. 1):

Zunichst berechnen wir die Wahrscheinlichkeit Pr[Ax 1] mit dem
Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit.

PriAga] = Pr[ () B
s€{0,1}*¢
= Y Pr[B°|A%] Pr[A’]
s€{0,1}*

= ) prr-Pr(aA7]

se{0,1}+

= pryn Y Pr[Af]
s€{0,1}*
= Dk+1-
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Unabhangigkeit im 1. Schritt:

Im Fall einer einelementigen Menge von Ereignissen {A;} haben
wir nur die Gleichung

Pr ﬂ Al = H Pr[A4]
Ae{A1} Ae{A1}

zu beweisen.

Sie gilt trivialerweise.
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Unabhangigkeit im (k+1)-ten Schritt:

Die Menge der Durchschnitte A% mit s = (s1,..., ) ist im Falle
der Unabhingigkeit eine 2%-Partition von €.

Bei der Konstruktion eines Ereignisses Ay 1, so dass

{A1, Ag, ..., Ag+1} eine unabhingige Menge ist,

unterteilt man jede dieser Klassen A* in konstantem Verhiltnis
Pk+1 ZU 1—ppy1.

Wir gehen nach Vorlesung vor und zeigen fiir alle s € {0, 1}*+1 die
Gleichung

PriA®] = [ Pr[4f].

i€lk+1]
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Falls spy1 =1,

dann gilt A® = (ﬂie[k] A%) N Apyq = Blvosk)

und wir erhalten

Pr[A°] = Pr[B®19¥)]
= Pr[BOvm)] Mgy 45| Pr| Mgy A7
= e Pr[ Mg A7

= Pr [AZI:&-ll] -Pr [ﬂle[k] Afli| H Pr ASZ
1€[k+1]
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Falls sp+1 =0,
dann gllt A% = (nze[k] Afz) N Ak+1 = A(Sl"'-»sk) \B(Slw-’sk)

und wir erhalten

Pr[4?] = P[4l plors)]
= Pr [A(Sl""’sk) \ Bls1sk) | Nicpk Afl] - Pr [nie[k] Afl]
= (1 —=pry1)-Pr [ﬂi €[k] A§i]

= Prlapy] Pr[ N A | = T Pria]
1€lk+1]
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3.2VA2

Wir wéhlen nacheinander (gleichverteilt) zufillig und unabhingig
Buchstaben aus der Multimenge der Buchstaben des Wortes
CHOOSE aus.
Berechnen Sie Erwartungswert und Varianz der folgenden
Zufallsvariablen:
QO X =
Anzahl der Ziige (mit Zuriicklegen) bis C gezogen wurde.
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Losung:
Es gilt

EX] = Y n-Pr[X=n]
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mithin
E[X?] = 66
und
Var [X] = E[X?] — E[X]? = 30.
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4. Hinweise und Tipps zu HA Blatt 2

Die folgenden Tipps zu Hausaufgaben sind fiir die Bearbeitung
nicht notwendig, moglicherweise aber hilfreich. Man sollte zun&chst
versuchen, die Hausaufgaben ohne Hilfestellung zu I6sen.

Man sollte zundchst versuchen, die Hausaufgaben ohne
Hilfestellung zu Iosen.
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ad HA 1:
@ Versuchen Sie es mit Pr(0) = 1.

@ Zerlegen Sie Q) in disjunkte Mengen
A={neNy;nmod2 =0} und
B={neNp;nmod2=1}.

Benutzen Sie mehrfach die geometrische Reihe Z3‘i.
i€N

Fortsetzung siehe Informationsblatt 1.

zU DWT 4 Hinweise und Tipps zu HA Blatt 2 -
(©Dr. Werner Meixner L.\



	II 
	1 Übungsbetrieb
	2 Thema: Unabhängigkeit von Ereignissen und Zufallsvariablen
	2.1 Definitionen nach Vorlesung
	2.2 Konstruktion unabhängiger Ereignisse

	3 Vorbereitung auf Tutoraufgaben Blatt 2
	3.1 VA 1
	3.2 VA 2

	4 Hinweise und Tipps zu HA Blatt 2


