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Diskrete Wahrscheinlichkeitstheorie

Hinweis: Arbeitsbldtter in diesem Semester dienen grundsétzlich der selbststdndigen Vorberei-
tung von Hausaufgaben und Tutoraufgaben mit thematischen Schwerpunkten.

Arbeitsblatt 1
Informelle Begriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie

Der Wahrscheinlichkeitsbegriff ist Teil der natiirlichen Logik, mit der wir eine sich ver-
andernde Welt logisch analysieren. Die Analyse eines bestimmten realen Vorgangs wird
modellartig dargestellt durch ein wohldefiniertes Experiment, das unter gleichen Umstén-
den beliebig oft wiederholbar oder beobachtbar ist und das jeweils mit dem Stattfinden
eines Ereignisses aus einer Gesamtheit von moglichen Ereignissen endet. In der Informa-
tik werden Vorginge prézise durch Algorithmen beschrieben. In der Physik nennt man
diese prézisen Beschreibungen ,Experimente”. Der Vorgang, der bei , Ausfithrung” von
(Anweisungen in) Algorithmen bzw. Experimenten ,stattfindet”, ,erzeugt* Vorkommen
von Ereignissen.

Im Wesen von real durchgefithrten Experimenten liegt es nun, dass sich die auftreten-
den Ergebnisse bei wiederholter Durchfithrung ein und desselben wohldefinierten Expe-
riments selbst dann unterscheiden kénnen, wenn die Umstédnde der Durchfithrungen als
vollig gleich angesehen werden, es also keine Information dariiber gibt, was die Ursachen
von unterschiedlichen Ergebnissen sein kénnten. ,,Zuféllig® nennen wir umgangssprach-
lich einen Vorgang bzw. einen Prozess, dessen Ergebnis wir prinzipiell nicht im Einzelfall
vorhersagen kénnen. Dem Phanomen , Zufall* begegnen wir mit einer Wahrscheinlichkeits-
logik, die vom Einzelfall absieht und stattdessen GesetzméBigkeiten fiir eine Gesamtheit
von Einzelfdllen formuliert. Diese Gesetzméfigkeiten bestédtigt man durch Héufigkeits-
analysen, die einem theoretischen Gesetz umso ndher kommen, je zahlreicher man die
Experimente durchfiihrt.

Wahrscheinlichkeitstheorie ist nicht Kombinatorik. Sie beschéftigt sich mit Prozessen, die
Ergebnisse zufillig produzieren. Sie ist eine auf die Zahlung von Vorgingen angewandte
Maftheorie.

Ereignisalgebra

Im Zentrum einer Wahrscheinlichkeitslogik stehen u. a. die Begriffe , Ereignis* und ,Vor-
gang“. Ein Ereignis ,tritt ein“ oder ,kommt vor® oder ,findet statt“ stets als , Ergebnis
eines Vorgangs. Umgekehrt schliefit jeder Vorgang ab mit dem ,,Eintreten” oder ,Vorkom-
men* eines Ereignisses, das sein Ergebnis darstellt.

Das Eintreten eines Ereignisses wird durch eine Aussage festgestellt. Insofern besitzt die
Gesamtheit der moglichen Ereignisse eines Experiments oder Versuchs V stets die Struktur



der Gesamtheit von Aussagen der Art, dass ein Ergebnis x mit einer Eigenschaft £ aufge-
treten ist. Die Struktur der moglichen Ereignisse eines Experiments ist also eine Boolsche
Algebra. Die moglichen Ereignisse bilden in ihrer Gesamtheit eine Boolsche Algebra, die
man auch ,, Freignisalgebra® nennt.

Wie jede Boolsche Algebra, so ist auch eine Ereignisalgebra isomorph einer Mengenalge-
bra A, die aus Teilmengen einer Basismenge 2 besteht, wobei ) € A und Q € A gelten.
Die Elemente von €2 nennt man in diesem Zusammenhang auch ,Elementarereignisse®
oder Ergebnisse, insbesondere nennt man €2 die Ergebnismenge der Ereignisalgebra. Jedes
Element A € A nennt man ein Ereignis. Man beachte, dass ein sogenanntes Elementa-
rereignis x € ) kein Ereignis ist, da x € A gilt. Die Ergebnismenge 2 ist der Triager der
Menge A der Ereignisse.

Sei A € A. Wenn bei Durchfithrung des Experiments V das Ergebnis z € {2 auftritt und
x € A gilt, dann hat das Ereignis A stattgefunden. Falls x ¢ A gilt, dann hat das Ereignis
A nicht stattgefunden, wohl aber das Ereignis A, d.h. das Komplement von A in €.

Haufigkeit

Ein wesentliches Bestimmungsmerkmal von Vorgédngen ist deren ,Wiederholbarkeit®.
Grundsétzlich kénnen sich Vorgidnge wiederholen mit ,, gleichen® Ereignisvorkommen im
Ergebnis. Man denke z. B. an die wiederholte Ausfithrung von Algorithmen oder Expe-
rimenten in einem gleichen Kontext. Ereignisse konnen , mehrfach vorkommen® und alle
Vorkommen eines bestimmten Ereignisses sind gleich. Die Kardinalitdt der Multimenge
der Vorkommen eines Ereignisses bei definierter wiederholter Ausfithrung eines Experi-
ments nennt man , Haufigkeit“ des Ereignisses. Haufigkeiten sind stets natiirliche Zahlen,
also insbesondere endliche Zahlen.

Abstrakt wird der Begriff der Haufigkeit durch Multimengen beschrieben, wobei eine ,, Mul-
timenge” als eine Zusammenfassung von Vorkommen von Elementen einer Menge definiert
wird. Der Multimengenbegriff ist ein zentraler Begriff der Wahrscheinlichkeitsheorie.

Wahrscheinlichkeit

Es ist prinzipiell nicht méglich, eine ,Menge* zu bilden iiber ,zukiinftige* Vorkommen von
Ereignissen oder Wiederholungen von Experimenten. Zukiinftiges kann nur Gegenstand
von ,,Hypothesen“ sein. Es ist aber prinzipiell moglich, GesetzméBigkeiten aufzustellen,
denen jede Hypothesenbildung unterworfen sein muss.

Das System der ,Wahrscheinlichkeit® von Ereignissen eines gegebenen Kontextes ist ein
System von hypothetischen Grenzwerten der ,relativen Haufigkeit* dieser Ereignisse. Da-
mit ist jedem Ereignis A eine nicht negative reelle Zahl P(A) zwischen 0 und 1 zugeordnet.
Die Wahrscheinlichkeit des Eintretens von (abzéhlbar vielen) Ereignissen, die sich gegen-
seitig ausschlieflen, ist die Summe der Wahrscheinlichkeit des Eintretens der einzelnen
Ereignisse.

Das Tupel (A, P) einer Mengenalgebra A von sogenannten Ereignissen und der Funkti-
on P mit den genannten Eigenschaften nennt man auch Wahrscheinlichkeitsalgebra mit
~Wahrscheinlichkeitsmaf}* P. Falls A eine o-Algebra ist, dann nennt man (€2, A, P) einen
Kolmogoroffschen Wahrscheinlichkeitsraum.




