
Beispiel 31

Eine M�unze wird so lange geworfen, bis sie zum ersten Mal
"
Head\ zeigt. Sei k die

Anzahl der durchgef�uhrten W�urfe. Wenn k ungerade ist, zahlt der Spieler an die
Bank k Euro. Andernfalls (k gerade) zahlt die Bank k Euro an den Spieler.

G :=

(
k falls k ungerade;

�k falls k gerade:

Wie schon gesehen, gilt dann

Pr[
"
Anzahl W�urfe = k\] = (1=2)k :

Damit erhalten wir

E[G] =
1X
k=1

(�1)k�1 � k �
�
1

2

�k
:
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Da

1X
k=1

j(�1)k�1 � kj �
�
1

2

�k
�

1X
k=1

k �
�
1

2

�k
;

existiert der Erwartungswert E[G].
Es gilt

E[G] =
1X
j=1

"
(2j � 1) �

�
1

2

�2j�1
� 2j �

�
1

2

�2j
#

=
1X
j=1

�
1

2

�2j�1
� [(2j � 1)� j]

=
1

2
�
1X
j=1

(j � 1) �
�
1

4

�j�1
=

1

2
�

1
4�

1� 1
4

�2 =
2

9
:
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Wird jedoch, um das Risiko zu steigern, der zu zahlende Betrag von k Euro jeweils auf
2k Euro erh�oht, also

G0 :=

(
2k falls k ungerade;

�2k falls k gerade ;

dann existiert E[G0] nicht, da

E[G0] =
1X
k=1

(�1)k�1 � 2k �
�
1

2

�k
=

1X
k=1

(�1)k�1 = +1� 1 + 1� 1 +� : : : :
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Berechnung des Erwartungswerts:

E[X] =
X
x2WX

x � Pr[X = x] =
X
x2WX

x � fX(x)

=
X
x2WX

x
X

!2
:X(!)=x

Pr[!]

=
X
!2


X(!) � Pr[!] :

Bei unendlichen Wahrscheinlichkeitsr�aumen ist dabei analog zur De�nition des
Erwartungswerts erforderlich, dass

P
!2
 jX(!)j � Pr[!] konvergiert (absolute

Konvergenz).
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Satz 32 (Monotonie des Erwartungswerts)

Seien X und Y Zufallsvariablen �uber dem Wahrscheinlichkeitsraum 
 mit
X(!) � Y (!) f�ur alle ! 2 
. Dann gilt E[X] � E[Y ].

Beweis:

E[X] =
X
!2


X(!) � Pr[!] �
X
!2


Y (!) � Pr[!] = E[Y ] :
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Aus Satz 32 folgt insbesondere, dass a � E[X] � b gilt, wenn f�ur die Zufallsvariable X
die Eigenschaft a � X(!) � b f�ur alle ! 2 
 erf�ullt ist.
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4.2.1 Rechenregeln f�ur den Erwartungswert

Oft betrachtet man eine Zufallsvariable X nicht direkt, sondern wendet noch eine
Funktion darauf an:

Y := f(X) = f �X ;

wobei f : D ! R eine beliebige Funktion sei mit WX � D � R.

Beobachtung: f(X) ist wieder eine Zufallsvariable.
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Aus

Pr[Y = y] = Pr[f! j f(X(!)) = yg] =
X

x : f(x)=y

Pr[X = x]

folgt

E[f(X)] = E[Y ] =
X
y2WY

y � Pr[Y = y]

=
X
y2WY

y �
X

x : f(x)=y

Pr[X = x] =
X
x2WX

f(x) � Pr[X = x]

=
X
!2


f(X(!)) � Pr[!] :
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Satz 33 (Linearit�at des Erwartungswerts, einfache Version)

F�ur eine beliebige Zufallsvariable X und a; b 2 R gilt

E[a �X + b] = a � E[X] + b :

Beweis:

E[a �X + b] =
X
x2WX

(a � x+ b) � Pr[X = x]

= a �
X
x2WX

x � Pr[X = x] + b �
X
x2WX

Pr[X = x]

= a � E[X] + b :
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Satz 34
Sei X eine Zufallsvariable mit WX � N0. Dann gilt

E[X] =
1X
i=1

Pr[X � i] :

Beweis:

E[X] =
1X
i=0

i � Pr[X = i] =
1X
i=0

iX
j=1

Pr[X = i]

=
1X
j=1

1X
i=j

Pr[X = i] =
1X
j=1

Pr[X � j] :
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De�nition 35
Sei X eine Zufallsvariable und A ein Ereignis mit Pr[A] > 0. Die bedingte
Zufallsvariable XjA besitzt die Dichte

fXjA(x) := Pr[X = x j A] = Pr[
"
X = x\ \A]
Pr[A]

:

Die De�nition von fXjA ist zul�assig, da

X
x2WX

fXjA(x) =
X
x2WX

Pr[
"
X = x\ \A]
Pr[A]

=
Pr[A]

Pr[A]
= 1 :

Der Erwartungswert E[XjA] der Zufallsvariablen XjA berechnet sich entsprechend:

E[XjA] =
X
x2WX

x � fXjA(x) :
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Satz 36
Sei X eine Zufallsvariable. F�ur paarweise disjunkte Ereignisse A1; : : : ; An mit A1 [ : : :
[An = 
 und Pr[A1]; : : : ; Pr[An] > 0 gilt

E[X] =
nX
i=1

E[XjAi] � Pr[Ai] :

F�ur paarweise disjunkte Ereignisse A1; A2; : : : mit
S1
i=1Ak = 
 und Pr[A1],

Pr[A2]; : : : > 0 gilt analog

E[X] =
1X
i=1

E[XjAi] � Pr[Ai];

sofern die Erwartungswerte auf der rechten Seite alle existieren und die SummeP1
i=1 jE[XjAi]j � Pr[Ai] konvergiert.
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Beweis:

E[X] =
X
x2WX

x � Pr[X = x] =
X
x2WX

x �
nX
i=1

Pr[X = xjAi] � Pr[Ai]

=
nX
i=1

Pr[Ai]
X
x2WX

x � Pr[X = xjAi] =
nX
i=1

Pr[Ai] � E[XjAi]:

Der Beweis f�ur den unendlichen Fall verl�auft analog.
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Beispiel 37

Wir werfen eine M�unze so lange, bis zum ersten Mal
"
Kopf\ erscheint. Dies geschehe

in jedem Wurf unabh�angig mit Wahrscheinlichkeit p. Wir de�nieren dazu die
Zufallsvariable X :=

"
Anzahl der W�urfe\. Wir haben bereits gesehen, dass

Pr[X = k] = p(1� p)k�1

und damit

E[X] =
1X
k=1

k � p(1� p)k�1 = p � 1

(1� (1� p))2
=

1

p
:
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Beispiel 37

Andere Berechnungsmethode: (gest�utzt auf Satz 36)
De�niere das Ereignis

K1 := "
Im ersten Wurf f�allt Kopf\ :

O�ensichtlich gilt E[XjK1] = 1.
Nehmen wir nun an, dass im ersten Wurf nicht

"
Kopf\ gefallen ist. Wir starten das

Experiment neu.
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Beispiel 37

Sei X 0 die Anzahl der W�urfe bis zum ersten Auftreten von
"
Kopf\ im neu gestarteten

Experiment. Wegen der Gleichheit der Experimente gilt E[X 0] = E[X]. Damit schlie�en
wir

E[Xj �K1] = 1 + E[X 0] = 1 + E[X]

und erhalten mit Satz 36:

E[X] = E[XjK1] � Pr[K1] + E[Xj �K1] � Pr[ �K1]

= 1 � p+ (1 + E[X]) � (1� p) :

Daraus ergibt sich wiederum E[X] = 1=p.
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4.2.2 Varianz

Wir betrachten die beiden folgenden Zufallsexperimente:

1 Wir w�urfeln (mit einem fairen W�urfel), bei gerader Augenzahl erhalten wir 1 Euro,
bei ungerader Augenzahl m�ussen wir 1 Euro bezahlen.

2 Wir w�urfeln (mit einem fairen W�urfel), bei 6 Augen erhalten wir 5 Euro,
ansonsten m�ussen wir 1 Euro bezahlen.

Beobachtung:
In beiden F�allen ist der erwartete Gewinn = 0.

Dennoch sind die
"
Schwankungen\ im ersten Fall geringer als im zweiten.
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Eine nahe liegende L�osung w�are,
E[jX � �j]

zu berechnen, wobei � = E[X] sei. Dies scheitert jedoch meist an der
"
unhandlichen\

Betragsfunktion. Aus diesem Grund betrachtet man stattdessen E[(X � �)2], also die
quadratische Abweichung vom Erwartungswert.

De�nition 38
F�ur eine Zufallsvariable X mit � = E[X] de�nieren wir die Varianz Var[X] durch

Var[X] := E[(X � �)2] =
X
x2WX

(x� �)2 � Pr[X = x] :

Die Gr�o�e � :=
p
Var[X] hei�t Standardabweichung von X.
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Satz 39
F�ur eine beliebige Zufallsvariable X gilt

Var[X] = E[X2]� E[X]2 :

Beweis:
Sei � := E[X]. Nach De�nition gilt

Var[X] = E[(X � �)2] = E[X2 � 2� �X + �2]

=
X
x2WX

(x2 � 2� � x+ �2) � Pr[X = x]

=
X
x2WX

x2 � Pr[X = x]�
X
x2WX

2� � x � Pr[X = x] +
X
x2WX

�2 � Pr[X = x]

= E[X2]� 2� � E[X] + �2

= E[X2]� E[X]2 :
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Beispiel 40

1 Wir w�urfeln (mit einem fairen W�urfel), bei gerader Augenzahl erhalten wir 1 Euro,
bei ungerader Augenzahl m�ussen wir 1 Euro bezahlen. Es ist

� = 0 und Var[X] =
1

2
� 12 + 1

2
� (�1)2 = 1 :

2 Wir w�urfeln (mit einem fairen W�urfel), bei 6 Augen erhalten wir 5 Euro,
ansonsten m�ussen wir 1 Euro bezahlen.
Es ist

� = 0 und Var[X] =
1

6
� 52 + 5

6
� (�1)2 = 5 :
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Satz 41
F�ur eine beliebige Zufallsvariable X und a; b 2 R gilt

Var[a �X + b] = a2 �Var[X] :
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Beweis:
Aus der in Satz 33 gezeigten Linearit�at des Erwartungswerts folgt E[Y + b] = E[Y ] + b.
Zusammen mit der De�nition der Varianz ergibt sich damit sofort

Var[Y + b] = E[(Y + b� E[Y + b])2] = E[(Y � E[Y ])2] = Var[Y ] :

Weiter folgt mit Satz 39:

Var[a �X] = E[(aX)2]� E[aX]2 = a2E[X2]� (aE[X])2 = a2 �Var[X] ;

und daraus zusammen die Behauptung.
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Der Erwartungswert und die Varianz geh�oren zu den so genannten Momenten einer
Zufallsvariablen:

De�nition 42
F�ur eine Zufallsvariable X nennen wir E[Xk] das k-te Moment und E[(X � E[X])k]
das k-te zentrale Moment.

Der Erwartungswert ist also identisch zum ersten Moment, w�ahrend die Varianz dem
zweiten zentralen Moment entspricht.
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4.3 Mehrere Zufallsvariablen

Beispiel 43

Aus einem Skatblatt mit 32 Karten ziehen wir zuf�allig eine Hand von zehn Karten
sowie einen Skat von zwei Karten. Unter den Karten gibt es vier Buben. Die
Zufallsvariable X z�ahlt die Anzahl der Buben in der Hand, w�ahrend Y die Anzahl der
Buben im Skat angibt. Die Werte von X und Y h�angen o�ensichtlich stark
voneinander ab. Beispielsweise muss Y = 0 sein, wenn X = 4 gilt.

Wie kann man mit mehreren Zufallsvariablen �uber demselben Wahrscheinlichkeitsraum
rechnen, auch wenn sie, wie im obigen Beispiel, sehr voneinander abh�angig sind?
Wir untersuchen Wahrscheinlichkeiten der Art

Pr[X = x; Y = y] = Pr[f!; X(!) = x; Y (!) = yg] :
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Beispiel 44

Wenn wir nur die Zufallsvariable X betrachten, so gilt f�ur 0 � x � 4

Pr[X = x] =

�4
x

�� 28
10�x

��32
10

� :

Allgemein nennt man Zufallsvariablen mit der Dichte

Pr[X = x] =

�b
x

�� a
r�x
��a+b

r

�
hypergeometrisch verteilt. Durch diese Dichte wird ein Experiment modelliert, bei dem
r Elemente ohne Zur�ucklegen aus einer Grundmenge der M�achtigkeit a+ b mit b
besonders ausgezeichneten Elementen gezogen werden.
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Beispiel 44 (Forts.)

Die Zufallsvariable Y ist f�ur sich gesehen ebenfalls hypergeometrisch verteilt mit b = 4,
a = 28 und r = 2.
F�ur X und Y zusammen gilt jedoch z.B.

Pr[X = 4; Y = 1] = 0;

und allgemein

Pr[X = x; Y = y] =

�4
x

�� 28
10�x

��4�x
y

��28�(10�x)
2�y

��32
10

��22
2

� :

Bemerkung: Die Schreibweise Pr[X = x; Y = y] stellt eine Abk�urzung von
Pr[

"
X = x ^ Y = y\] dar. Ein anderes Beispiel ist

Pr[X � x; Y � y1;
p
Y = y2] :
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