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Hausaufgabe 1 (4 Punkte)

Sei G eine Gruppe mit e als neutralem Element, g € G mit ord(g) < co. Zeigen Sie:

1. Fiir d > 0 gilt:

d=ord(g) <= ¢?=eund fiir jedes n > 0 mit ¢g" = e gilt d|n.

2. Fiir n > 0 gilt:

N ord(g)
ord(g") = ggT(ord(g),n)

Hausaufgabe 2 (2 Punkte)

Man schreibe die folgende Permutation o € Sy, als Produkt von paarweise disjunkten
Zyklen:
(1234 5 6 7 89 10 11 12 13 14
_(286110121443 5 7 9 1113)'

Welche Ordnung besitzt o7

Hausaufgabe 3 (4 Punkte)

Wir betrachten die Symmetrische Gruppe S, aller Permutationen einer Teilmenge [n] der
natiirlichen Zahlen mit der Komposition von Abbildungen als Gruppenverkniipfung.

1. Falls S, zyklisch ist, dann gilt n < 2. Beweis!

2. Bestimmen Sie die grofite Zahl £ mit der Eigenschaft, dass es ein Element p € S7
gibt mit der Ordnung k, d. h. ord(p) = k.

Begriinden Sie Thre Herleitung und geben Sie eine entsprechende Permutation p an.

Hausaufgabe 4 (3 Punkte)
Sei n eine Primzahl. Wir betrachten den Korper K,, = (Z,, +n, n,0,1) .

1. Sei U = {x € Z,\{0}; -, = 1} . Man zeige: U = {1,n—1}.

2. Man zeige: (n — 1)! = —1 (mod n).
Beachten Sie die Schreibweise fiir die Fakultdtsfunktion, d.h. m! =[]~ 7.



Hausaufgabe 5 (4 Punkte)

Wir betrachten die Gruppen G = (Zg, +¢,0) und H = (Zj, -9, 1), wobei Z,, = {0,...,n—1}
und Z* = {p € Z,;99T(n,p) = 1} gilt. Die Verkniipfungen 4+, und -, bezeichnen die
Addition bzw. die Multiplikation modulo n.

1. Geben Sie die Mengen Zg und Zg extensional an und bestimmen Sie zu jedem
Element aus G und H jeweils das entsprechende Inverse bezgliiglich 44 bzw. -g.

2. Geben Sie zu jedem Element aus G und H jeweils die Ordnung an und begriinden
Sie kurz, wieso G und H isomorph sind.

3. Zwischen G und H existiert ein Isomorphismus h : Zg — Z§ mit h(1) = 5. Bestim-
men Sie h(0), h(2), h(3), h(4) und h(5).

Hausaufgabe 6 (3 Punkte)

Begriinden Sie Thre Antwort auf die folgenden Fragen:

1. Welche Charakteristik besitzt der Korper Z;? Welche Ordnung besitzt 2 in der
additiven Gruppe von Z;?

2. Welche primitiven Elemente besitzt der Kérper Z-?

Hinweis: Die Vorbereitungsaufgaben werden in der Zentraliibung unterstiitzt.

Vorbereitung 1
Wir betrachten den Korper C der komplexen Zahlen. Es sei 7 € C mit i? = —1.

1. Zeigen Sie, dass fiir jedes n € N die komplexe Zahl e’ eine multiplikative Unter-
gruppe W,, von C erzeugt, die isomorph ist zu Z,.

2. Stellen Sie W, in der Gaufichen Zahlenebene dar und machen Sie sich klar, was in
Ihrer Darstellung die Multiplikation in W,, bedeutet.

Vorbereitung 2
Sei p(z) € Clz] ein Polynom vom Grad n — 1 mit den Koeffizienten
a= (ap,as,...,an—1), d.h.

p(x) = Fa(x).
Wir betrachten speziell n =8, @ = (2,1,2,1,2,1,2,1) und w = e
Berechnen Sie die Fouriertransformierte

Fnw(@) = (Ps(1), Ps(w), ..., Pg(w" ™))

durch Ausfithrung des Divide-and-Conquer Algorithmus DFT(a@, w).



Tutoraufgabe 1

Wir betrachten Polynome p(z),q(z) € Q[z], d.h. Polynome p,q in einer Unbestimmten
(Variablen) = und Koeffizienten aus dem Kérper Q der rationalen Zahlen mit

p(r) = 2°—3z"+32° — 92+ 22— 6,
q(z) = 2°+32%+2+3.

1. Berechnen Sie mit dem Euklidischen Algorithmus ein Polynom mdoglichst hohen
Grades, das sowohl Teiler von p(z) als auch Teiler von ¢(z) ist (ggT(p, q)).

2. Die Abbildung m : Z — Zs sei gegeben durch m(z) := x mod 2. Dann erhalten wir
aus p(z) das Polynom

px) = m(1)z® +m(=3)z* + m(3)z® + m(—9)z* + m(2)z + m(—6).

Stellen Sie p im Ring Zs[z] als Produkt einer geeigneten Anzahl von Linearfaktoren
r — «;, mit geeigneten Konstanten aq, as, ... dar.

Tutoraufgabe 2

1. Sei p(z) € C[z] ein Polynom vom Grad n — 1 mit den Koeffizienten
a= (ap,as,...,a,_1), d. h.
p(z) = Ps(x).
Wir betrachten speziell n =8, @ = (1,1,1,1,1,1,1,1) und w = e
Berechnen Sie die Fouriertransformierte
Fnw(@) = (P(1), Ps(w), ..., Pg(w" ™))

auf zwei verschiedene Arten:

i) Durch Ausfithrung des Divide-and-Conquer Algorithmus DFT(a, w).

ii) Durch direkte Berechnung unter Ausnutzung der Formel
" —1=@""+. 2P+ 1)(z-1).

2. Durch welche Matrix kann die Fouriertransformation .7:8 2 dargestellt werden?
e



