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Hausaufgabe 1 (4 Punkte)

Es sei die Menge (das Alphabet) ¥ = {d,e, f} mit Zeichen d, e und f gegeben, und
es sei X* die Menge aller endlichen Worter {iber dem Alphabet Y. Untersuchen Sie die
Teilwortrelation C C ¥* x ¥*, die definiert ist durch

C = {(z,y) e X" xX"; 2 €X7) [y = nizysl}-

Dabei bedeutet y;xy, das Wort, das durch Hintereinanderschreiben (Konkatenation) der
Worter y;,  und y, entsteht. Es gilt beispielsweise ed T ffdede, aber fe £ ffdede.
Beachten Sie, dass >* auch das sogenannte leere Wort ¢ enthélt, das als das Wort ohne
Buchstaben definiert ist.

1. Welche der folgenden Eigenschaften treffen auf C zu: reflexiv, symmetrisch, anti-
symmetrisch, transitiv? Begriinden Sie Thre Antworten.

2. Sei B :={x € ¥*; x C dedf}. Zeichnen Sie das Hasse-Diagramm von C N (B x B).

Hausaufgabe 2 (4 Punkte)

on 2n+1
1. Man zeige direkt fiir allen € Nmit n > 3: — < -—.
n? = (n+1)2
2. Sei c eine beliebige positive reelle Zahl. Man zeige:

Es gibt ein ng € N, so dass fiir alle n € N mit n > ng gilt: n? < ¢-27.

3. Man zeige:
Es gibt ein ng € N, so dass fiir alle n € N mit n > ng gilt:  n!4" < (1dn)".

Hausaufgabe 3 (4 Punkte)

1. Zeigen Sie, dass die Menge der Kubikzahlen n? fiir n € N gleichmiichtig ist wie
die Menge der geraden natiirlichen Zahlen. Konstruieren Sie in Threm Beweis eine
entsprechende Bijektion.

2. Sei V={a+b/5; a,becZ}
Zeigen Sie, dass es eine injektive Abbildung von V' in N gibt.



Hausaufgabe 4 (4 Punkte)

Zeigen Sie:
1. log,, 2 ist keine rationale Zahl (d.h. log,,2 € Q).
2. Die Abbildung f: R — RT mit f(x) = a-e® ist fir alle 0 < a € R bijektiv.

Hausaufgabe 5 (4 Punkte)
Sei S ={n € Nyg; n <12}.

1. Die Abbildung f : S — S der Menge S in sich sei gegebenen durch

3 :fallsn=0
f(n) =4 n—4:fallsn # 0 und n teilbar ist durch 4
n — 1 : sonst

Bestimmen Sie die Menge R aller natiirlichen Zahlen r, so dass gilt:
frHs) = f7(8).
2. Konstruieren Sie eine Abbildung f : Ny — Ny, so dass gilt

|f(No)| = INo| und [f*(Np)| < [No|.

Zusatzaufgabe 1 (Fiir Interessierte)

1. Zeigen Sie: Jede gerade natiirliche Zahl n ist genau dann gleich der Differenz von
natiirlichen Quadratzahlen 2% — y?, wenn n durch 4 teilbar ist.

2. Wie viele Arten gibt es, die Zahl 840 als Differenz von natiirlichen Quadratzahlen
2% — y? darzustellen.



Hinweis: Die Vorbereitungsaufgaben werden in der Zentraliibung unterstiitzt.

Vorbereitung 1
Sei P(n) ein Préadikat fiir natiirliche Zahlen. Die Giiltigkeit einer Formel

(Vn € N) [P(n)] (1)

mit vollstdndiger Induktion zu beweisen, heifit, stattdessen die Giiltigkeit der folgenden
Formel zu zeigen.

P(1) N (YneN)[P(n)= P(n+1)]. (2)

Beim Beweis der Formel (2) geht man wie folgt vor.

Induktionsanfang: Es gilt P(1):

Induktionsschritt : Es gilt (Vn € N)[P(n) = P(n+1)].
Der Induktionsschritt wird gezeigt durch:
Induktionsannahme:  Sein € N beliebig. Es gelte P(n).
Induktionsschluss: Dann gilt P(n + 1):

Zeigen Sie mit vollstindiger Induktion fiir alle z € R mit —1 < z und m € Ny die
Bernoullische Ungleichung

I+me<(142z)".
Geben Sie zunéchst ein geeignetes Priadikat P(n) an und fiithren Sie den Induktionsbeweis

fiir beliebiges x unter der Annahme —1 < x nach dem angegebenen Schema durch.

Vorbereitung 2

Im Folgenden bezeichnet 1 in o(1) die konstante Funktion, die fiir alle n € Ny den Wert
1 besitzt.

1. Man zeige durch Riickfiihrung auf die Definition des Wachstums o(f(n)):

1
n+1

€o(l).

2. Man zeige: Fiir reellwertige Funktionen f : Ny — R gilt
lim f(n) =0 <= f(n)€o(l).

n—oo

Vorbereitung 3
1. Man zeige: (logn?)? € o(2!"").

2. Sei f(z) = apa™ + ap,_ 12" + ...+ ayx + ap mit a; € R.
Man zeige f(z) € O(a").



Tutoraufgabe 1

Sei f : Ny — C eine Abbildung, die fir n = 0 bzw. n = 1 die Werte f(0) = 1 bzw.
f(1) =4 annimmt und fiir alle n > 1 die folgende Gleichung erfiillt.

fin+1)=4-(f(n) = f(n—1)).
Man zeige mit vollstdndiger Induktion fiir alle n € Ny

f(n)=(n+1)-2".

Tutoraufgabe 2

1. Fiir die reellwertigen Funktionen f, g : Ny — R mit f(n) = 2" und g(n) = n? gilt
f(n) € o(g(n)), d.h. (3¢ > 0Vny € NoIn > ng) [|f(n)| > c- g(n))].

Beweisen Sie diese Eigenschaft, indem Sie fiir ¢ = 5 die folgende Aussage nachweisen:

(Yng € No3n > ng) [2" > 5 -n?].

2. Seien f,g : Ny — R reellwertige Funktionen und g habe héchstens endlich viele
Nullstellen. Zeigen Sie:

) € ollg(m)l) = lim \f—”)

(n)| _
n—oo | g(n) -0

Tutoraufgabe 3

Ordnen Sie die folgenden Funktionen so an, dass fiir zwei in der Anordnung aufeinander
folgende Funktionen f und g gilt: f(n) € o(g(n)) oder f(n) € O(g(n)). Beweisen Sie Ihre
Anordnung. Benutzen Sie ggf. die Monotonieeigenschaften elementarer Funktionen ohne
Beweis.

fi(n) =2"", fo(n) = Vn2,
f3(n) = (Inn)™", fa(n) = (logn®)?.



