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Übersicht:
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1. Übungsbetrieb

Fragen?

Resümee Klausur: Vorbereitung auf die Endterm
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2. Thema: Multimengen Grundlage der Kombinatorik

(Siehe Arbeitsblatt 3, Übungswebseite)

Fundamental für den systematischen Vergleich und die
Klassifizierung von Zählproblemen ist der Begriff der

unterscheidbaren bzw. nicht unterscheidbaren Elemente,

d.h. der Begriff der

Multimenge und Zuordnung von Multimengen.

Eine exemplarische Durchführung einer Klassifizierung auf der
Grundlage von Multimengen wurde in der Vorlesung in einer
tabellarischen Zusammenfassung vorgestellt und ist
Gegenstand der Vorbereitungsaufgabe 4 von Übungsblatt 10.
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2.1 Begriffe

Multimengen und Unterscheidbarkeit:

Der Begriff einer Multimenge basiert auf der Idee, dass von
Elementen einer Menge beliebig viele gleiche, d. h. nicht
unterscheidbare Exemplare erzeugt und

eine beliebige Gesamtheit von unterscheidbaren oder nicht
unterscheidbaren Exemplaren zu einer neuen Struktur
zusammengefasst werden können.
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Definition:

Fine Multimenge M über einer Menge B ist eine
Zusammenfassung von Exemplaren von Elementen der Menge B
(z.B. M = 〈a, a, b〉).

Exemplare eines einzelnen Elements a ∈ B sind dabei nicht
unterscheidbar.

Ein Exemplar eines Elements a ∈ B und ein Exemplar eines
Elements b ∈ B sind unterscheidbar genau dann, wenn a 6= b gilt.

Exemplare werden erzeugt, als logischer Willensakt (logisch
konstruiert), und syntaktisch bezeichnet.
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Ein Mengenelement x, zu dem ein Exemplar erzeugt wird, kann
man Bestimmungselement des erzeugten Exemplars nennen.

Demnach kann man zu jeder Multimenge M die Menge BM aller
Bestimmungselemente der Elemente von M bilden. Zwei Elemente
einer Multimenge sind unterscheidbar genau dann, wenn ihre
Bestimmungselemente verschieden sind.

Eine Multimenge N ist eine Teil-Multimenge von M , falls von
jedem Element x einer beliebigen Menge höchstens so viele
Exemplare in N enthalten sind, wie Exemplare davon in M
enthalten sind.

Eine Partition einer Multimenge M ist eine Aufteilung von M in
disjunkte Teil-Multimengen.
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Zuordnung von Multimengen:

Der Begriff der Abbildung oder Zuordnung einer Multimenge N in
eine Multimenge R wird anschaulich durch das Bild der Verteilung
von Bällen aus N auf Schachteln oder Boxen aus R definiert,
wobei die Elemente aus N als Bälle und die Elemente aus R als
Boxen bezeichnet werden.

Wir schreiben für Mengen oder (homogene) Multimengen X jeweils

X{6=} bzw. X{=} , falls X aus

unterscheidbaren (ungleichen) bzw.
nicht unterscheidbaren (gleichen)

Elementen besteht.
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N −→ R 1 2 3 4
|N | = n, |R| = r beliebig injektiv surjektiv bijektiv (r=n)

A :
N{6=}
−→ R{6=}

B :
N{=}
−→ R{6=}

C :
N{6=}
−→ R{=}

D :
N{=}
−→ R{=}
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2.2 Aufgaben

Studium von Zahlpartitionen: Typ B3 und D3.

Grundlage auch für Hausaufgaben.
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3. Zusatzaufgabe Redundante Kodierung

RS (Reed, Solomon): Vorlesung

CRC (Cyclic Redundancy Code): Zusatzaufgabe Blatt 10

RSA (Rivest, Shamir, Adleman): siehe Buch Steger
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4. Vorbereitung auf TA Blatt 10

4.1 VA 1, Zählen von Relationen und Mengen

Sei M = {1, 2, . . . ,m}. Wir betrachten die Menge aller Relationen
R ⊆M ×M .

1 Wie viele Relationen über M gibt es?

Lösung:

Die Anzahl anzRel(M) der Relationen über M ist gleich der
Anzahl der Teilmengen von M ×M .

Wegen |M ×M | = m2 gilt

anzRel(M) = |P(M ×M)| = 2m2
.

ZÜ DS 4.1 VA 1, Zählen von Relationen und Mengen 11/47
©Dr. Werner Meixner



2 Wie viele Relationen über M mit k ∈ N0 Elementen gibt es?

Lösung:

Die Frage ist,
wie viele Teilmengen mit k Elementen besitzt M ×M ,
d. h., welchen Wert besitzt |{R ∈ P(M ×M) ; |R| = k}| ?
Nach Vorlesung besitzt jede Menge mit m Elementen genau(

m

k

)
=

m!
(m− k)!k!

k-elementige Teilmengen.

Damit gilt für k ≤ m2 (und auch für k > m2)

|{R∈P(M×M) ; |R| = k}| =
(
m2

k

)
.
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3 Wie viele reflexive Relationen über M gibt es?

Lösung:

Zur Konstruktion einer reflexiven Relation über M entfernt man
zunächst aus M ×M alle m Paare (x, x) der Identität IdM ,

nimmt dann eine Teilmenge der Restmenge und

fügt anschließend alle Paare der Identität wieder hinzu.

Man beachte, dass das abschließende Hinzufügen der Identität eine
injektive Operation darstellt.

Entsprechend erhält man die
Anzahl anzrefRel der reflexiven Relationen über M wie folgt.

anz refRel(M) = |P ((M ×M) \ IdM ) | = 2m2−m .
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4 Sei A eine n-elementige Menge und
es sei B eine m-elementige Teilmenge von A.

Wie viele Teilmengen C von A gibt es, die B enthalten, für
den Fall n = 5 und m = 2?

Geben Sie eine Formel für den allgemeinen Fall n,m ∈ N0 an
und begründen Sie diese Formel.
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Lösung:

Sei B ⊆ A.
Seien A′ := A \B und [B,A] := {C ⊆ A ; B ⊆ C ⊆ A}.
Dann ist f : [B,A]→ P(A′) mit f(C) = C \B
eine bijektive Abbildung von [B,A] auf P(A′).

Es gilt wegen |A′| = n−m

|P(A′)| = 2n−m .

Für n = 5 und m = 2 ergibt sich |P(A′)| = 23 = 8.
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4.2 VA 2, Zählen von Abbildungen

Sei M = {0, 1, 2}.
1 Listen Sie alle Äquivalenzrelationen über M auf!
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Lösung:

Äquivalenzrelationen sind durch
die Menge ihrer zugeordneten Äquivalenzklassen bestimmt.

Über der Grundmenge M mit 3 Elementen gibt es

Äquivalenzrelationen mit 3 Klassen,

mit 2 Klassen und

mit einer einzigen Klasse.

Die Menge der zugeordneten Klassen bildet eine Partition P der
Grundmenge M .
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Äquivalenzrelationen mit
1 Klasse: P1,1 = {{0, 1, 2}}.

Äquivalenzrelationen mit
2 Klassen: P2,1 = {{0}, {1, 2}}.

P2,2 = {{1}, {0, 2}}.
P2,3 = {{2}, {1, 0}}.

Äquivalenzrelationen mit
3 Klassen: P3,1 = {{1}, {2}, {0}}.
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2 Wie viele Partitionen gibt es über M?

Lösung:

Die Partitionen entsprechen eineindeutig den Äquivalenzrelationen.

Also gibt es 5 Partitionen über M .
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3 Gibt es eine Äquivalenzrelation über der leeren Menge?

Lösung:

Falls M = ∅,
dann ist R = ∅ eine Äquivalenzrelation über M .

Aus ∅ × ∅ = ∅ folgt,
dass ∅ die einzige Relation über ∅ ist.

Die Menge der Klassen dieser Relation R ist leer.
Damit entspricht die leere Menge von Klassen in diesem Fall einer
(einzigen) Partition von M .
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4 Wie viele surjektive Abbildungen f von M auf M ′ = {1, 2}
gibt es?

Lösung:

Damit f surjektiv ist, muss {k1, k2} mit k1 := f−1(1) und
k2 := f−1(2) eine 2-elementige Partition über M bilden.

Also kommen nur
die Partitionen P2,1, P2,2 und P2,3 für {k1, k2} in Frage.

Für die Zuordnung der Urbildklassen k1, k2 zu den Klassen der
Partitionen Pi,j gibt es nun stets 2 Möglichkeiten.

Deshalb erhalten wir insgesamt 6 surjektive Abbildungen.
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5 Wie viele injektive Operationen f : M →M gibt es?

Lösung:

Eine injektive Operation über einer endlichen Menge M ist
gleichzeitig surjektiv und damit bijektiv.

Für die Abbildung von 0 gibt es 3 Möglichkeiten.

Für jede dieser Möglichkeiten gibt es dann 2 Möglichkeiten der
Abbildung des Elementes 1.

Damit erhalten wir 2 · 3 = 6 injektive Operationen über M .
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6 Geben Sie alle Variationen von M an!

In der Vorlesung haben wir dafür k-Permutation gesagt.
D.h., die Begriffe k-Variation und k-Permutation sind synonym.

Lösung:

Eine k-Variation (k-Permutation) einer Menge A wurde als
Sequenz q1, q2, . . . , qk der Länge k von paarweise verschiedenen
Elementen qi aus A definiert.

Eine k-Variation mit k = |A| wird Permutation von A genannt.

Wir ordnen jeder Variation q1, q2, . . . , qk über einer endlichen
Menge A in eineindeutiger Weise eine bijektive Abbildung
f : [1, k]→ A wie folgt zu

f(i) = qi .
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Fall k = 3 (Permutationen):

Wir erhalten die folgenden 6 Abbildungen f1, f2, . . . , f6.

1 2 3
f1 0 1 2
f2 0 2 1
f3 1 0 2
f4 1 2 0
f5 2 0 1
f6 2 1 0
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Fall k = 2:

Wir erhalten die folgenden 6 Abbildungen r1, r2, . . . , r6.

1 2
r1 0 1
r2 0 2
r3 1 0
r4 1 2
r5 2 0
r6 2 1
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Fall k = 1:

Wir erhalten die folgenden 3 Abbildungen s1, s2, s3. (gespiegelte
Liste).

s1 s2 s3
1 0 1 2

Fall k = 0:

Wir erhalten die leere Sequenz bzw. leere Abbildung als einzige
Variation der Länge 0.
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4.3 VA 3, Zählen von Wörtern

1 Ein Dominostein besteht aus zwei Quadraten. In jedem
Quadrat sei eine Zahl zwischen 1 und 7 durch Punkte
dargestellt.
Wie viele verschiedene Dominosteine dieser Art gibt es?

Lösung:

Die Punktezahlen auf den beiden Quadraten eines Dominosteines
bilden eine 2-elementige Multiteilmenge der Menge [7] ∈ N.

Nach Formel für die Anzahl anzMM(2, 7) von 2-elementigen
Multiteilmengen einer 7-elementigen Menge gilt

anzMM (2, 7) =
(

7 + 2− 1
7− 1

)
=
(

8
6

)
=
(

8
2

)
= 28 .
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2 Bestimmen Sie die Anzahl aller Wörter, die sich aus den
Buchstaben des Wortes

MINIMALISIERUNG

bilden lassen.

Dabei darf und muss jedes Vorkommen eines Buchstaben des
o. g. Wortes genau einmal verwendet werden.

ZÜ DS 4.3 VA 3, Zählen von Wörtern 28/47
©Dr. Werner Meixner



Lösung:

Das gegebene Wort hat 15 Buchstabenvorkommen mit den
folgenden Vielfachheiten:
A - 1, E - 1, G - 1, I - 4, L - 1, M - 2, N - 2, R - 1, S - 1, U - 1.

Würden alle Buchstabenvorkommen zu verschiedenen Buchstaben
gehören (d. h. unterscheidbar sein), dann gäbe es 15! verschiedene
Wörter.

Allerdings sind jeweils 4! · 2! · 2! der Wörter gleich, weil sie sich nur
durch Vertauschung gleicher Buchstabenvorkommen zu I, M bzw.
N ergeben.

Damit ergibt sich die Anzahl der verschiedenen Wörter mit

15!
4!2!2!

= 13621608000 .
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4.4 VA 4

In der Vorlesung wurde mit der folgenden Tabelle die Basis für eine
Klassifizierung kombinatorischer Aufgabenstellungen und Lösungen
geschaffen.

Die Formeln der Tabelle gelten für alle n, r ∈ N0.

N −→ R 1 2 3 4
|N | = n, |R| = r beliebig injektiv surjektiv bijektiv (r=n)

A :
N{6=}
−→ R{6=} rn rn r!Sn,r r! = n!

B :
N{=}
−→ R{6=}

rn

n!
rn

n! =
(

r
n

) (
n−1
r−1

)
1

C :
N{6=}
−→ R{=}

∑r
i=0 Sn,i 1 oder 0 Sn,r 1

D :
N{=}
−→ R{=}

∑r
i=0 Pn,i 1 oder 0 Pn,r 1
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1 Bestimmen Sie für die Vorbereitungsaufgaben 1 bis 3 von
Übungsblatt 10, mit welchen Formeln der Tabelle diese
Aufgaben gelöst werden können.

Begründen Sie die Zuordnung, indem Sie jeweils Multimengen
N und R in Verbindung mit dem entprechenden
Abbildungstyp angeben.
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Lösung:

Aufg. : Lösg. Formel Abbildung

VA 1.1: |M×M | = m2 A1 N{6=} = {1, 2}, R{6=} = M

VA 1.1: anzRel = 2m2
A1 N{6=} = M×M , R{6=} = {0, 1}

Man beachte, dass in Zeile 2 eine Relation,
d.h. eine Teilmenge von M ×M ,
eineindeutig als charakteristische Funktion χ : M×M → {0, 1}
dargestellt wird.
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Aufg. : Lösg. Formel Abbildung

VA 1.2:
(
m2

k

)
B2 |N{=}| = k, R{6=} = M×M

VA 1.3: anzrefRel A1 N{6=} = R{6=} = {0, 1}
= 2m2−m (M×M)\IdM ,

VA 1.4: P(A\B) = 23 A1 N{6=} = A\B, R{6=} = {0, 1}
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Über M entsprechen Äquivalenzrelationen eineindeutig den
Partitionen.

Wir bezeichnen für VA 2.1 die Anzahl der Äquivalenzrelationen
über M mit k Klassen mit anzÄquRel(M,k).

Dann gilt anzÄquRel(M,k) = S|M |,k .

Die gesamte Anzahl von Äquivalenzrelationen bzw. Partitionen
über M mit |M | = n bezeichnet man als Bell’sche Zahl oder
Bellzahl Bn.
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Aufg. : Lösg. Formel Abbildung

VA 2.1: anzÄquRel(M, 1) = 1 C3= S3,1 N{6=} = M , |R{=}| = 1
anzÄquRel(M, 2) = 3 C3= S3,2 N{6=} = M , |R{=}| = 2
anzÄquRel(M, 3) = 1 C3= S3,3 N{6=} = M , |R{=}| = 3

VA 2.2: B3 = 5 C1 N{6=} = M , |R{=}| = 3
VA 2.3: B0 = 1 C1 N{6=} = ∅, |R{=}| = 0
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Bei VA 2.4 bezeichnen wir die Anzahl der surjektiven Abbildungen
von M auf M ′ = {1, 2} mit anzsurj(M,M ′).

Eine injektive Operation über M ist gleichzeitig eine Permutation
von M und umgekehrt (VA 2.5).

Bei VA 2.6 bestimmen wir die Anzahl anzV ar(M,k) der
Variationen der Länge k für k = 0, 1, 2, 3.

Aufg. : Lösg. Formel Abbildung

VA 2.4: anzsurj(M,M ′) = 6 A3 N{6=} = M , R{6=} = M ′

VA 2.5: anzinj(M,M) = 6 A4 N{6=} = M , R{6=} = M

VA 2.6: anzV ar(M, 3) = 6 A2= 33 N{6=} = [3], R{6=} = M

anzV ar(M, 2) = 6 A2= 32 N{6=} = [2], R{6=} = M

anzV ar(M, 1) = 3 A2= 31 N{6=} = [1], R{6=} = M

anzV ar(M, 0) = 1 A2= 30 N{6=} = ∅, R{6=} = M
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VA 3.1 ist der Fall k-elementiger Multimengen.

Aufg. : Lösg. Formel Abbildung

VA 3.1: anzMM (2, 7) = 28 B1 |N{=}| = 2, R{6=} = [7]

Bei VA 3.2 liegt jener kombinierte Fall von A2 und B2 vor,
den wir in der nachfolgenden Teilaufgabe behandeln.

Man kann aber auch direkt die Formel einer mehrfachen Auswahl
von Teilmengen mit dem Vertauschbarkeitsargument ableiten, wie
im Beweis von VA 3.2 geschehen.

In diesem Fall erhält man die Formel für die
Multinomialkoeffizienten.
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2 Sei N = N1 ]N2 eine Multimenge mit |N | = n, so dass die
Elemente von N1 bzw. N2 nicht unterscheidbar sind und alle
Paare x1 ∈ N1 und x2 ∈ N2 unterscheidbar sind.

Sei R mit |R| = r eine Menge mit unterscheidbaren
Elementen und a die Anzahl der Möglichkeiten der
injektiven Zuordnung N → R.

Man zeige die folgende Verallgemeinerung der Formeln A2

und B2 der Tabelle.

a =
(
r

n1

)
·
(
r − n1

n2

)
.
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Lösung:

Man konstruiert die gesuchten injektiven Zuordnungen in drei
Schritten.

1. Zuerst werden alle Elemente von N1 injektiv in R abgebildet.
Dies entspricht also der Auswahl einer n1-elementigen Teilmenge
von R.
Die Anzahl von Möglichkeiten ist

(
r
n1

)
.

2. Nun werden die Elemente von N2 injektiv in R abgebildet.
Allerdings dürfen die im Schritt 1 erhaltenen Bildelemente nicht
mehr verwendet werden.
Die Anzahl von Möglichkeiten ist also

(
r−n1

n2

)
.

3. Da die Elemente von N1 keine gleichen Elemente wie N2

enthalten, ergibt jede Kombination der Ergebnisse aus Schritt 1
bzw. 2 eine andere Abbildung.
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Die Gesamtanzahl von injektiven Zuordnungen ist also, wie bei
k-Permutationen, das Produkt

(
r
n1

)(
r−n1

n2

)
.

Wir bezeichnen diesen Typ als B2(A2)-injektiv.

3 Man klassifiziere die Tutoraufgaben 2 und 1.2 entsprechend.
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Lösung:

Aufg. : Lösg. Formel Abbildung

TA 2.1a: anz = 64 A1 N{6=} = [4], R{6=} = [6]
TA 2.1b: anz = 126 B1 |N{=}| = 4, R{6=} = [6]
TA 2.1c: anz = 212 B1(A1) N = N1 ]N2, R{6=} = [6]

|N1{=}| = 2,

|N2{=}| = 2,

TA 2.2 : anz = 83160 B2(A2) N =
⊎
Ni, R{6=} = [5]

|N1{=}| = 1,

|N2{=}| = 1,

|N3{=}| = 2,

|N4{=}| = 2,

|N5{=}| = 5,

TA 1.2 : anz(≤ k, |M |) = 84 B3 |N{=}| = 3, R{6=} = [6]
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Will man die Anzahl der Multimengen über die Elementezahl bis k
aufsummieren, dann fügt man eine weitere Box hinzu, und
bestimmt die Anzahl der Multimengen mit k Elementen.

Die Verbindung zu dem surjektiven Abbildungstyp B3 stellt man
her, indem man alle r Boxen mit zusätzlichen r Bällen auffüllt.
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4.5 VA 5

Die Stirling-Zahlen zweiter Art Sn,k für n, k ∈ N0 sind definiert als
die Anzahl der verschiedenen Partitionen einer n-elementigen
Menge in k nicht leere, paarweise disjunkte Teilmengen.

1 Begründen Sie die Gültigkeit der folgenden Gleichungen für
alle n, k ∈ N0.

(a) S0,0 = 1,
(b) Sn,n = 1,
(c) Sn,k = 0, falls k > n,

(d) Sn,0 = 0, falls n > 0 .
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Lösung:

(a) S0,0: Für n = 0 ist eine n-elementige Menge leer. Die leere
Partition, d. h. die leere Menge von Klassen, ist eine, und
mithin die einzige, Partition der leeren Menge mit k = 0.

Es folgt S0,0 = 1.

(b) Sn,n: Eine Partition, die ebensoviele Klassen besitzt, wie die
zu partitionierende Menge, besteht aus einelementigen
Klassen. Sie ist eindeutig bestimmt.

Es folgt Sn,n = 1.
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(c) Sn,k: Falls k > n, dann ist also die Anzahl der Klassen größer
als die zu partitionierende Menge. Da die Klassen disjunkt
sind, muss mindestens eine der Klassen dann leer sein, was
aber der Definition von Klassen einer Partition widerspricht.

Es folgt Sn,k = 0, falls k > n,.

(d) Sn,0: Da die Vereinigung der Klassen die zu partitionierende,
nichtleere Menge überdecken muss, muss mindestens eine
nichtleere Klasse existieren. Daraus folgt aber k > 0.

Es folgt Sn,0 = 0, falls n > 0.
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2 Bekanntlich gilt die Rekursion

Sn,k = Sn−1,k−1 + kSn−1,k

für alle n, k ∈ N.
Stellen Sie die Rekursion bis n+ k = 8 nach Art des
Pascalschen Dreiecks dar.
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Lösung:

Sn,k k = 0 1 2 3 4
n = 0 1

1 0 1
2 0 1 1
3 0 1 3 1
4 0 1 7 6 1
5 0 1 15 25 (10)
6 0 1 31 (90) (65)
7 0 1 (63) (301) (350)
8 0 (1) (127) (966) (1701)

Die leeren Felder der 9× 5-Tabelle stellen die 0 dar. Nach den
eingeklammerten Zahlen wurde nicht gefragt.
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