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1. Ubungsbetrieb: Mittelklausur am 15. Dezember

1.1 Nachtragliche Anmeldung

Eine Anmeldung fiir die Midterm
erfolgt iiber TUMonline oder in Sonderfallen persénlich am
Infopoint.

Diejenigen Teilnehmer,

die sich nicht iiber TUMonline angemeldet hatten,
besorgen ihre Anmeldung bitte nachtraglich
spatestens bis zum 18.12.2012

personlich im Infopoint.

Grundsatzlich bei Nichtanmeldung:
Bitte im Horsaal bei der Aufsicht melden!
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Achtung:

Bei Nichtanmeldung kann nicht garantiert werden, dass Sitzplatz
und Klausurunterlagen zur Verfiigung stehen!

Alle Teilnehmer der Klausuren miissen sich bei der
Ausweiskontrolle im Hoérsaal ausweisen kénnen!!
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1.2 Fragen
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2. Wiederholungen

2.1 Aquivalenzrelationen

Aquivalenzrelation:
Eine bindre Relation R C M x M, die reflexiv, transitiv und
symmetrisch ist.

Aquivalenzklasse [x] einer Aquivalenzrelation R, die x enthilt:
Die Menge A aller y, die in Relation (y,z) € R sind, i.Z. A = [z]g.

Partition:
Menge aller Aquivalenzklassen einer Aquivalenzrelation

,,Uberdeckung einer Menge durch
eine Menge von disjunkten Mengen*
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2.2 Kongruenzrelation

Eine Aquivalenzrelation iiber der Trigermenge einer Algebra nennt
man Kongruenzrelation, wenn die Relation vertraglich ist mit den
Operationen.

ZB.
Seien A = (5, 0) eine Algebra
und ~ eine Aquivalenzrelation {iber S.

Dann betrachten wir die Abbildung z — [z]., die jedem Element
x € S die Aquivalenzklasse [z].. zuordnet.
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~ ist eine Kongruenzelation beziiglich o, falls fiir alle
T1,T2,Y1,Y2 € S gllt

zr~zaund y1 ~y2 = [Z10y1]~ = [T20y2]~.

Beispiel: Die Aquivalenz modulo n iiber ganzen Zahlen.

Die Definition [z],, + [y]5 1= [¥ + y]; ist wohldefiniert, da die
Aquivalenz modulo n eine Kongruenzrelation ist.
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2.3 Berechnung der multiplikatien Inversen

Aufgabe:
Berechnen Sie die multiplikative Inverse von 36 im Kérper Zss der
ganzen Zahlen modulo 53.

Losung:
Man berechnet mit Hilfe des erweiterten Euklidischen Algorithmus
ganze Zahlen a, b, so dass gilt

a-53+b-36=1.

Dann ist b mod 53 das gesuchte Inverse von 36.
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Wir fiihren den Euklidischen Algorithmus aus wie folgt.

Tro 253,
1 :36,
ro =53mod36 =ryg—1-r1 =17,
rg =36modl7 =ri—2-rp =2,
ry =17Tmod2 =ry—8-r3 =1.

Es folgt
ggT(53,36) = 1.
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Nun fiihren wir die Erweiterung des Euklidischen Algorithmus z.B.
in der Form der Riickeinsetzung aus.

1 =mr4
=T — 87’3 =T2 — 8(?“1 - 27‘2)
=—8r +17ry = —8r; +17(ro — 71)
= 177”0 — 257‘1 .

Es folgt 17rg — 25r1 = 1, mithin, fiir a = 17 und b = —25,
a-53+b-36=1.

Das gesuchte Inverse von 36 ist —25 mod 53 = 28.
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2.4 Nullteilerfreiheit

Ein nullteilerfreier Ring ist nicht notwendigerweise ein Korper.

Beweis:

Der Ring der ganzen Zahlen ist nullteilerfrei und trotzdem kein
Korper.

Allerdings kann man Z in den Quotientenkdrper Q einbetten.

Das kann man auf Polynomringe verallgemeinern.
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3. Thema: Fourier Transformation

Sei p(z) € C[z] ein Polynom vom Grad n — 1 mit den Koeffizienten
a= (a(), ai, ... ,an_l), d. h.

p(z) = Pa(x).

Frage:
Wie ist die (diskrete) Fouriertransformierte F,, ., (@) definiert?

Antwort:
Fnw(@) ist der Vektor der Werte des Polynoms p an den n
. Stiitzstellen* 1, w,w?,...,w" L.
Formal:
Faw(@) = (Pa(1), Pa(), ..., Pa(w" ™))

)
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Schnelle Berechnung der diskreten Fouriertransformation (FFT)
Sei n = 2F eine 2er-Potenz. Zerlege @ = (ag, ..., an_1) in einen

geraden Anteil dg = (ag,a2,...,ap—2) und einen
ungeraden Anteil ay = (a1,a3,...,an-1)
Dann gilt:

Pi(x) = Pz, (¢®) + o Pz, (%)
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Ist fng(&'g) = (Cg, R ,C%_l) und f%’WQ(au) = (do, R ,d%_l),
so gilt
Fnw(@) = (€0, ..., en—1)

mit
e; = Pa(w')
= Py (%) + WPy, (%)
=¢; +w'd;
enyi = Pa(w? ™)
= Py (W) L wE P, (25
= ¢ + w2t

fiiri=0,...,2 — 1.

I3
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Bemerkung:
w? ist primitive 5-te Einheitswurzel. Natiirlich ist w?2 =1.

Frage:
Wodurch wird bei der Berechnung nach obigem Algorithmus
Berechnungsaufwand eingespart?

Antwort:

Die Polynome P und Pz, miissen nur an der Halfte der
Stitzstellen berechnet werden.

Bei Quadratbildung aller w® wiederholen sich alle Werte der
unteren Halfte der GauBschen Ebene.
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4. Vorbereitung auf TA Blatt 8

4.1 VA 1, Komplexe Zahlen

Wir betrachten den Korper C der komplexen Zahlen.
Es sei i € C mit % = —1.

@ Zeigen Sie, dass fiir jedes n € N die komplexe Zahl et
eine multiplikative Untergruppe W,, von C erzeugt,
die isomorph ist zu Z,,.

@ Stellen Sie W,, in der GauBBchen Zahlenebene dar
und machen Sie sich klar, was in lhrer Darstellung
die Multiplikation in W,, bedeutet.
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Losung:
C ist zusammen mit der Multiplikation keine Gruppe.

Gleichwohl gibt es Teilmengen von C, die zusammen mit der
Multiplikation eine Gruppe bilden. Wir sprechen in diesem Fall von
multiplikativen Untergruppen von C.

Eine maximale multiplikative Untergruppe in C ist C\ {0}.

Trivialerweise bildet auch {0} zusammen mit der Multiplikation
eine Untergruppe.
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Eine multiplikative Untergruppe von C,
die irgendein von 0 verschiedenes Element enthilt,
kann die 0 nicht enthalten.
Wegen e # 0 sind deshalb die
21

von e n erzeugten multiplikativen Untergruppen

gleichzeitig Untergruppen der multiplikativen Gruppe C\ {0}.
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Sei _
W, ={(en)*; kez} CC\{0}.

W, ist die von e erzeugte (zyklische) multiplikative
Untergruppe von C\ {0}.

Nun gilt
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Die Abbildung
k(27i)

¢(e n ) =kmodn

ist eine Isomorphie von W,, auf Z,, wegen

ke (2mi) by (2mi)
px-y) = ¢le n e n
(K +hy)(270)
= ¢le n

= (kg +ky)modn
= ¢(x) +n oY) -

)
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In der GauBchen Zahlenebene liegen die Elemente von W,, auf
einem Kreis von Punkten mit Abstand 1 zum Nullpunkt.

. T . . .. k@mi)
Die Multiplikation einer komplexen Zahl z mit e =

k(27i)
z-e m
bedeutet dann eine Drehung des Vektors z um den Winkel k(i”)

im Gegenuhrzeigersinn (bei positivem k).
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Eulersche e-Funktion:

e’ =cosp + i-siny.
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4.2 VA 2, DFT

Sei p(z) € C[z] ein Polynom vom Grad n — 1 mit den Koeffizienten
a= (ao, ALy e ey an_l), d. h.

p(x) = Pa(z).

27

Wir betrachten speziell n =8, w =¢es
und @ = (2,1,2,1,2,1,2,1).

Berechnen Sie die (diskrete) Fouriertransformierte
Fnw(@) = (Pa(1), Pa(w),..., Pa(w" ™))

durch Ausfiihrung des Divide-and-Conquer Algorithmus DFT(d, w).
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Losung:

Wir bestimmen die diskrete Fouriertransformierte Fg ,(a@) des
Polynoms

Pr=2+4az+222+ 22+ 22 + 25+ 225 + 27

mit w = \%(1 + i) als primitiver Einheitswurzel.
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In der Ausfiihrung von DFT(d,w) werden

im ersten rekursiven Aufruf die Fouriertransformierten
Fauw(dg) bzw. Fy.r(dy) zu den Polynomen Py bzw. Py,

der geraden bzw. ungeraden Koeffizienten @, bzw. @, von p
mit ' = w? = als der primitiven Einheitswurzel
bestimmt,

d.h.,

es werden die Werte von @, bzw. @, an den Stiitzstellen
1,w,w?, W', bestimmt.

AbschlieBend wird aus diesen Werten dann Fg ,(a@) berechnet.
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In dem vorliegenden Fall
P:=2+a+222 4+ 2%+ 2% + 2% + 225 + 27

haben diese Polynome P; und Pz,
die Koeffizienten (2,2,2,2) bzw. (1,1,1,1) und die Form

P;, =2+ 2z 4 222 4 223
bzw.
P; =1+xz+a2%+a3.
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Berechnung von Fy . (dy):

Wir nehmen an, dass uns der rekursive Aufruf fir @, = (1,1,1,1)
die Zwischenergebnisse von TA 2.1(i), Blatt 8 liefert.

Danach gilt
Fiw (@) =DFT((1,1,1,1),w') = (4,0,0,0).

Berechnung von Fy . (dg):

Mit @y = (2,2,2,2) werden die jeweils verdoppelten
Zwischenergebnisse von vorhin berechnet. Danach gilt mit
entsprechender Ausfiihrung

f4,w’ (C_ig) = DFT((27 2,2, 2)7 w,) = (Sa 0,0, 0) .
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Berechnung von Fg,(a@):

Wir iibernehmen die Bezeichnungsweisen von Lemma 149 der
Vorlesung, d. h.

f4,w’(ag) - (COacla627C3) - (870’070) )
f4,w’(_‘ ) = (d07d17d27d3) = (470)070)7

@y
Fsw (@) = (eo,e1,e2,€3,¢€4,€5,66,€7).
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und berechnen

e = (O —|—w0d0 = 8+14 = 12,
er = a+wdi = 040w = 0,
€y = Co+ w2d2 = 0402 = 0 s
e3 = c3+wlds = 04+0wi = 0,
€4 = Co+ w4d0 = 8—4 = 4,
es = c+wd = 0—-0w = 0,
eg = ca+wldy = 0-0i = 0,
e7 = c34+wid3s = 0—0wi = 0.

Es gilt also

DFT((2,1,2,1,2,1,2,1),w) = (12,0,0,0,4,0,0,0).
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