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1. Ubungsbetrieb: Mittelklausur am 15. Dezember

1.1 Termin und Ort

Zeit: Samstag, 15. Dezember, 9 — 11.30 Uhr

Ort: Horsile MW 0001, MW 2001, MW 1801
MI HS1, Interim HS1

Bitte mindestens 15 Minuten vor Beginn im Horsaal erscheinen!

Platzverteilung:
Die Zuordnung der Teilnehmer auf die Horsale erfolgt nach
Abschnitten des Alphabets sieche Ubungswebseite ab 13. Dezember.

Die Verteilung auf Sitzplatze ist den Listen zu entnehmen, die an
den Horsaaleingangen aushangen werden.
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1.2 Anmeldung

Eine Anmeldung fiir die Midterm
erfolgt iiber TUMonline oder in Sonderfillen persénlich am
Infopoint.

Diejenigen Teilnehmer,

die sich nicht iiber TUMonline angemeldet hatten,
besorgen ihre Anmeldung bitte nachtraglich
spatestens bis zum 18.12.2012

personlich im Infopoint.

Grundsatzlich bei Nichtanmeldung:
Bitte im Horsaal bei der Aufsicht melden!
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Achtung:

Bei Nichtanmeldung kann nicht garantiert werden, dass Sitzplatz
und Klausurunterlagen zur Verfiigung stehen!

Alle Teilnehmer der Klausuren miissen sich bei der
Ausweiskontrolle im Hoérsaal ausweisen kénnen!!
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1.3 Ablauf

Es nicht erlaubt, Unterlagen zu benutzen,
auBer
einem personlich handbeschriebenen DIN A4 Blatt (beidseitig)

Fragen wahrend der Klausur sind erlaubt,
aber

Antworten werden, falls notwendig,

nur als Horsaalansage gegeben.
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1.4 Code

Auf dem Deckblatt der Klausurangabe finden Sie 8 K&stchen
in die Sie einen Code mit 8 Ziffern schreiben kdnnen

Mit diesem Code kdnnen lhre Ergebnisse schnell und
Datenschutzrechtlich sicher veréffentlicht werden.

Bitte notieren Sie |hren Code als Gedachtnisstutze!!!
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2. Zusatzaufgabe 3 Repetitorium

ZA 3 wird nicht zur Korrektur abgegeben.

ZA 3 trainiert in kleinen Schritten den Beweis von
Pradikatenlogischen Aussagen, hier anhand einer einfachen,
endlichen Relation.
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3. Thema: Polynome und rationale Funktionen

3.1 Polynomiale Ausdriicke

Addition, Subtraktion, Multiplikation, Unbestimmte z, .. ..
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3.2 Rationale Ausdriicke

Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division,
Unbestimmte z, .. ..

3.3 Rationale Funktionen

Ganze rationale Funktionen (Polynomfunktionen)
Gebrochene rationale Funktionen

Definitionsbereiche mit ,,endlich vielen Ausnahmen*.
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4. Vorbereitung auf TA Blatt 7

4.1 VA 1, Euklidischer Algorithmus

In gewissen kommutativen Ringen R = (S, +,+,0, 1) stellt sich der

erweiterte Euklidische Algorithmus zur Berechnung des gréBten
gemeinsamen Teilers ggT'(a, b) zweier Elemente a € S und b € S

dar als eine iterierte Transformation (Matrixmultiplikation) Q;
angewandt auf A;_; wie folgt mit 7o = a und r; = b.

a
A0=<b>,
o T . A . 0 1 Trs—1
Ai_<ri+1>_QlAz_l_<1 _Qi>< T )

furallei:=1,2,...,n e N.
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Dabei werden die Quotienten ¢; so gewahlt (geschatzt), dass die
A; mit wachsendem i in einem gewissen Sinn stets echt kleiner
werden.

Eine Berechnung wird beendet, wenn die Folge der A; maximale
Lange besitzt, d. h. wenn kein Quotient existiert, der die Bildung
eines noch kleineren Restes erlaubt.

Zur Bemessung der GréBe von Elementen eines Ringes dient
beispielweise im Ring der ganzen Zahlen (Z,+,-,0,1) die
Betragsfunktion. In Polynomringen wird der Grad eines Polynoms
verwendet.
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Die Berechnung setzt voraus,
dass der Faktor ¢; gefunden werden kann!

Dies setzt z.B. voraus, dass r;—1 in gewissem Sinne ,,groBer" ist als

Ti.

Falls umgekehrt r; in gewissem Sinne ,,gréBer " ist als r;_1,
dann fligt man eine Vertauschung ein in Gestalt einer

Vertauschungsmatrix.
Wir haben dann

()= S

Dies ist ein Schritt einer ,,Division".
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Wir betrachten im Folgenden den Ring (Z,+,-,0,1)
der ganzen Zahlen.

@ Zeigen Sie fiir alle entsprechenden ¢

ggT(a,b) = ggT(ri, rit1) .
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Beweis:

Gemeinsame Teiler zweier Ringelemente r;_1,r; libertragen sich
auf deren Linearkombination sr;_1 + tr; wie folgt:

Falls = Teiler von r;_1 und von 7, i.Z. z|r;—1 A x|r,
dann gilt fiir gewisse Faktoren h,k € R

sri—1 + tr; = sth + tek = (sh + tk)z,

mithin  z|(sri_1 + tr;).

zU DS 4.1 VA 1, Euklidischer Algorithmus -
(©Dr. Werner Meixner L.\



Die Matrixmultiplikation liefert eine Linearkombination wie folgt.
2= ()= Gt ) = (0200
Tit1 Ti—1 — qiT; 1 —q Ti

Da die Matrix @; = ( (1) —1q' ) invertierbar ist mit

-1 qil
Qll_<1 0)5

haben die Komponentenpaare der A; fiir alle ¢ die gleichen Teiler.
w.z.b.w.
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@ Berechnen Sie mit dem Euklidischen Algorithmus den
ggT (10800, 122).
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Berechnung:
Wir rechnen im Ring der ganzen Zahlen.

Im Euklidischen Algorithmus fiir den Ring ganzer Zahlen zur
Berechnung des ggT(a,b) werden die Quotienten ¢; durch
ganzzahlige Division bestimmt.

q;i = Ti—1 div .

Abweichend davon kénnte man aber auch grob schatzen.

Fiir die Linearkombination r;+1 = r;_1 — g;r; folgt dann

Ti+1 = Ti—1 mod ri.

Die Berechnung wird beendet, wenn 7,1 = 0 eintritt fiir irgendein
n € N.
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Berechnung (Fortsetzung):

70
|
T2
r3
T4
s
T

7

= 10800,

122,

10800 mod 122 = 64,
122 mod 64 = 58,
64mod 58 =6,

58 mod 6 =4,
6mod4 =2,

= 4mod2=0.

Ergebnis:  ggT(10800,122) = rg = 2.
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Ein duBerst wichtiger nachster Schritt besteht darin, den groBten
gemeinsamen Teiler 7 von a und b als Linearkombination von
a =1rg und b = ry zu bestimmen.

Dies geschieht mit dem erweiterten Euklidischen Algorithmus
wie folgt.

Der erweiterte Euklidische Algorithmus l3sst sich als
Matrixmultiplikation wie folgt darstellen:

Tn a
<rn+1)an-Qn_l-...-Qz-Ql-(b )
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Mit

P, = HQ“ k=1,...,n

(wir definieren hier ngl Qi=Qj- Hz;ll Qi)
erhilt man 7,, 7,41 als Linearkombination von a, b
wie folgt fiir alle n € Ny

()= (5)
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Die Matrizen P; enthalten die Koeffizienten der jeweiligen
Linearkombinationen. Man berechnet diese Koeffizienten
gleichzeitig mit den 7y, durch sukzessive Berechnung von

0 1 Me_1 Nk_1 )
P = . P 1= . .
e = Qk - Pr—1 < — ) ( e g

Es gelten die folgenden Gleichungen.

@ = rr—1divrg,
Tk+1 = Tg—1modryg,
Meg4+1 = Mg-1 —qkg Mg,
Mg+l = Nk—1— Gk " Nk,
r, = mp-a+ng-b.
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Wir fiihren die Auswertung der Formeln von Hand aus mit
Buchfiihrung in einer Tabelle.

k

Tk—1 Tk gk ME—1 mE Ng—1 ng
k=1] 10800 122 88 1 0 0 1
k=2 122 64 1 1 —88
k=3 64 58 1 -1 89
k=4 58 6 9 2 —177
k=5 6 4 1 —-19 1682
k=6 4 2 2 21 —1859
k=17 2 0 —61 5400

Ergebnis:
me - a+ng-b=21-10800 + (—1859) - 122 = 2.
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4.2 VA 2, Polynomdivision

Mit R = Zs[z]| bezeichnen wir den Ring aller Polynome iiber einer
Variablen 2 mit Koeffizienten aus dem Koérper (Zs, +3,-3) der
ganzen Zahlen modulo 3.

Seien a(z),b(x) € R gegeben durch

a(z) = 2°+221 4223 42241,
b(z) = 22+22+1.

@ Bestimmen Sie Polynome 73(z), r3(x), q1(z), ¢2(x) € R mit
grad(rs(z)) < grad(r2(x)) < grad(b(x)), so dass die
folgenden Gleichungen gelten.

r2(z) = alz) —q(z)-b(z),
r3(z) = b(x) —qa(z) - r2(2).
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Losung:

q1(z) erhdlt man durch Division von a(z) durch b(x) mit Rest

ro(x).

Ausfiihrung der Division:

a(x) b(x)
- ——N
20t 4228 2241 (div) 2342241 = 28
— (25 + 25 + %)
—d+ 22t + a4+ a? +1 — 22
_ (_1,5 _ $4 _ SEQ)
234222 + 1 +1
— (¥ 422 +1) q(r) = 2+222+1
2?2 = ro(x)
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Entsprechend erhélt man ga(z)
durch Division von b(x) durch ro(x) mit Rest r3(z).

= 2%+ 2 23 2%+ 1,

a(x)

bz) = 23+224+1,
qa(z) = 2 +227+1,
r(z) = 22,
@) = z+1,
rg(x) = 1.
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@ Bestimmen Sie ein Polynom ¢(x) € R moglichst hohen
Grades, das ein gemeinsamer Teiler von a(x) und b(x) ist.

Losung:
Gesucht ist also der groBte gemeinsame Teiler von a(z) und b(z).
Das gesuchte Polynom ist ¢(z) = r3(z) = 1.

Begriindung:
b(x) ist nicht durch ry(z) ohne Rest teilbar.
Aber ry(x) ist ohne Rest durch r3(z) = 1 teilbar.
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4.3 VA 3, Partialbruchzerlegung

Bestimmen Sie Polynome a(z), b(x) € Q[z], so dass gilt

2+ a(x) b(x)

(:v2+1)(a:2+2)_1‘2+1+x2+2'
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Losung:

Bringt man die Briiche der rechten Gleichungsseite auf einen

gemeinsamen Nenner, so erhdlt man durch Vergleich der Zahler die
Gleichung

a(z)(z®+2) +b(z) (2 +1) =22+ z.

Zur Lésung der Gleichung wahlen wir den Ansatz

a(z) =a1x+ay und b(z) =bix + by
und erhalten
a(z)(x? +2) + b(z) (2% + 1)

= a12® + apr? + 2a11 + 2a0 + b1z + bor? + biz + by
= (a1 + b))z + (a0 + bo)x? + (2a1 + b))z + (2a0 + bo) .
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Durch Koeffizientenvergleich gewinnt man

ar+ b
ag + bo
2a1 + by
2a0 + b

Die Losung ist

a1:1, a():—l, b1=—1, b0=2.
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