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1. Ubungsbetrieb

1.1 Fragen und Probleme zum Ubungsbetrieb

Bemerkung:
1. Die ZU unterstiitzt die Vorbereitung.

2. Die Folien der ZU liefern das vollstindige Material fiir die
Bearbeitung der Vorbereitungsaufgaben zu Hause.

3. Die ZU wird aufgezeichnet. Das ersetzt nicht die Anwesenheit.

Weitere Fragen?
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2. Tipps

Neu: Zu jedem Ubungsblatt wird es in Zukunft ein
Informationsblatt mit Hin. Ti's

geben, d. h. Hinweise und Tipps fiir eine erfolgreiche Losung der
Hausaufgaben.

Empfehlung:

@ Versuchen Sie zunichst einige Minuten lang, ohne
Hilfestellung auszukommen, und verwenden Sie die Tipps erst
dann, wenn Sie nicht weiter kommen.

@ Priifen Sie abschlieBend, ob die Hinweise zu lhrer Lésung
passen.
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3. Quiz:

3.1 Rechnen modulo n

Wir rechnen in Zg in 3 Minuten, schriftlich!

Wieviel ist:
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3. Quiz:
3.1 Rechnen modulo n

Wir rechnen in Zg in 3 Minuten, schriftlich!

Wieviel ist:
1-1=__| 2.2=_| 3:3=_] (=3)=__
1-2=_1 2-(-5=_] l=_]  (=3)3=__
1-2P=_1] 2-(1-5)=_| (-D7'=_] (-4)-(-49)=_

Zusatzfrage: Besitzt 2 ein multiplikatives Inverses 271 ?
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Losung:

Wir rechnen in Zg.
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4. Thema: Konzepte der Abstraktion

4.1 Isomorphismus

Ein Isomorphismus vergleicht Bereiche,
die bis auf Bezeichnungsanderung identisch sind.

Ein Isomorphismus etabliert dadurch einen abstrakten Standpunkt,
von dem aus Dinge als im Wesentlichen gleich erscheinen,

d.h. eine gleiche Gestalt haben,

insbesondere unabhangig von den Bezeichnungen.

Beriihmte Beispiele: Die Kardinalzahlen des Zahlens (nach Cantor).
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4.2 Homomorphismus

Mit einem Homomorphismus betrachtet man
eine Struktur unter einem gewissen abstrakten Aspekt.

Die Vertauschbarkeit wird benutzt um komplexe Operationen

durch einfachere Operationen zu ersetzen.

Beispiel 1: Wenn man die ganzen Zahlen unter dem Aspekt
gerade Zahl" bzw. ,,ungerade Zahl" betrachtet, dann wird diese
Betrachtung durch den folgenden Homomorphismus etabliert.

f:Z>z— (xmod2) € Zsy.
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Beispiel 2: Wenn man die Zeit in Tagen mit je 24 Stunden z3hlt,
dann wird das modelliert durch den Homomorphismus

f:Z >z~ (xmod24) € Zy, .

Bemerkung:
Man beachte die Darstellung der ganzen Zahlen durch die
Komponenten Fortschritt (Tage) und Wiederholung (24 Stunden).

Die Tage mit festgehaltener Uhrzeit
durchschreiten eine Restklasse
zur Untergruppe der durch 24 teilbaren Stundenzahlen.

Die Uhrzeit durchlduft zyklisch wiederholt die 24 Stunden.
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4.3 Abstraktion durch Algebren

Unterschiedliche Rechenstrukturen werden durch Algebren auf
einen

gemeinsamen Nenner

gebracht und sind dann in gewisser Weise gleich.

Auch dadurch wird eine Abstraktion geleistet.
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4.4 Aquivalenzrelationen

Aquivalenzrelation:

Eine bindre Relation R C M x M, die reflexiv, transitiv und
symmetrisch ist.

Aquivalenzklasse [x] R einer Aquivalenzrelation R mit Reprasentant
x:

Die Menge A aller y, die in Relation (y,z) € R sind, i.Z. A = [z]g.

Partition:

Menge aller Aquivalenzklassen einer Aquivalenzrelation =
,,Uberdeckung einer Menge durch eine Menge von disjunkten
Mengen “

z0 DS 4.4 Aquivalenzrelationen -
(©Dr. Werner Meixner L.\



Erinnerung an ZU 1:

Wissenschaftliche Schulung und Entwicklung
vollzieht sich im Spannungsfeld folgender Begriffspaare:

@ vage — prazis
@ konkret — abstrakt

Prazisierung

@ informell — formal

" informell

Darstellung im Oktaeder:
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5. Vorbereitung auf TA Blatt 6

5.1 VA 1, Permutationen und Zyklen

Sei M eine endliche Menge und z = (ag,a1,...,ajp—1) €in
| M |-Tupel mit paarweise verschiedenen a; € M.

Dann ist die Abbildung
Tyt M — M mit m,(a;) = Q(i4+1) mod | M)

ein Zyklus der Lange |M| mit Basis M und Darstellung z.
Fiir jeden Zyklus 7 bezeichne M () die Basis von 7.

Man kann 7, als zyklische Nachfolgerbildung in M auffassen.
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@ Wie viele Darstellungen
besitzt ein Zyklus der Lange 37

Welchen Zyklus
stellt z = (4,1, 3,2) dar und welche Basis hat der Zyklus?

Welche verschiedenen Darstellungen
hat 7,3 ?

Ist 7r,% ein Zyklus?
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Losung:

Bemerkung:

Fiir Operationen f iiber einer Menge M, d.h. f: M — M, gibt es
die mehrfache Hintereinanderausfiihrung der Operation f mit
entsprechenden Schreibweisen. Es gilt

f2=fof, undallgemein f"tl'=fof" VYneN,
d.h. firalleneNund x € M

fr (@) = f(f"(2)), insbesondere f*(x) = f(f(x)).
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Wie viele Darstellungen besitzt ein Zyklus der Lange 37
Antwort: 3.

Begriindung:
Sei 7 ein Zyklus der Lange 3 mit Basis M (7) = {a, b, c}. Fiir jede
Darstellung z = (a1, a2, as) von m gilt

a1 € M, ay=n(a1), az=n’(ar)=mn(az).

Damit gibt es genau die folgenden drei Darstellungen

21 = (a,7(a),7(a)), 2 = (b,7(b),7*(b), 23 = (c;7(c),7*(c)).
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Welchen Zyklus stellt z = (4, 1,3,2) dar und
welche Basis hat der Zyklus?

Antwort:
Die Basis von z = (4,1,3,2) ist M, = {1,2,3,4}.
Fiir den dargestellten Zyklus 7, : M — M gilt
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Welche verschiedenen Darstellungen hat 7,3 ?

Antwort:

Es gilt
7Tz3<1) = 71-22(7‘-,2(1)) = 7722(3) = 7Tz(7rz(3)) = 7Tz(2) =4,
7T23(2) = 7Tz2(7TZ(2)) = 7722(4) =7, (m:(4)) = m.(1) = 3,
7"23(3) = sz(ﬂz(?’)) = 7Tz2(2) =7y (m2(2)) = m.(4) =1,
Wz3(4) = 7Tz2(7rz(4)) = 7722(1) =T, (m2(1)) = m(3) = 2

7,2 ist ein Zyklus mit genau den folgenden 4 Darstellungen.

21=(1,4,2,3), 20=(2,3,1,4), 23=(3,1,4,2), 24=(4,2,3,1).
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Ist 7,4 ein Zyklus?

Antwort: Nein!

Begriindung:

Es gilt
7Tz4(1) = TFZ(WZ3(1))
7Tz4(2) = 7T2(77z3(2))
7Tz4(3) = TFZ(Wz3(3))
7724(4) = 7T2(7723(4))

7.4 ist kein Zyklus, weil [{(7*)"(1)|n € N}| =1 #4.

Tatsachlich ist 7.* gleich der Identitit id.
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Zyklen p, o heiBen disjunkt, falls M(p) N M(c) =0 gilt, d.h.,
falls deren Basismengen disjunkt sind.

Eine Menge Z von paarweise disjunkten Zyklen heiBt
Zyklenpartition.

Dabei bildet die Menge der Basismengen
Py, ={M(n); m € Z}
eine Mengenpartition der Vereinigung der Basismengen

M(z)= | M(x).

TEZ

Wir sagen, dass Z eine Zyklenpartition der Menge M (Z) ist.
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© Welche Basis haben die Zyklen zu
z1=(2,5), 22 = (1), 23 =(5,4,3,2,1)?

Geben Sie eine extensionale Darstellung
der Abbildungen 7., an!

Warum ist Z = {m,,, 7,, 7.4} keine Zyklenpartition von [5]?

zU DS 5.1 VA 1, Permutationen und Zyklen -
(©Dr. Werner Meixner L.\



Welche Basis haben die Zyklen zu
z1 =(2,5), 22 = (1), 23 =(5,4,3,2,1)7

Antwort:

Fiir die Basismengen M (7,,) gelten die Gleichungen

M(ﬂ-zl) = {275}1
M (72,) = {1},
M(ﬂ'zg) =1{1,2,3,4,5}.
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Geben Sie eine extensionale Darstellung der Abbildungen 7, an!

Antwort:

Es gilt mit Auflistung der Funktionswerte

T4 (2) =5, m,(5) =2.
(1) =1
Te(1) =5, 7u(2) =1, mu(3) =2, mu(d) =3, 7)) =4
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Warum ist Z = {m,,, T,,, s, } keine Zyklenpartition von [5]7?
Antwort:

Offenbar sind die Zyklen nicht paarweise disjunkt.
Fiir die Basismengen gilt z.B. M (m,,) N M(7.,) # 0.
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Sei Z eine Zyklenpartition von [n]. Dann ist eine bijektive
Abbildung f7 : [n] — [n] gegeben fiir alle i € [n] durch

fz(i) =m(i), falls i€ M(m)undme Z.

© Zyklenpartitionen werden haufig durch
eine Folge 2122 ... z; von Zyklusdarstellungen z; definiert,
wobei die Reihenfolge der z; in der Folge keine Rolle spielt.

Sei Z = (4,5,1)(3)(2) eine Zyklenpartition.

Beschreiben Sie die Abbildung fz extensional!
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Losung:

Fiir fz gilt mit Auflistung der Funktionswerte

fZ(l):4> fZ(2):27 fZ(3):3? fZ(4):57 fZ(5>:1'
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@ Eine Funktion f sei gegeben durch die folgende
Matrixdarstellung.

Fo 1 23 45 6 789
" \8 16 2795 4 3)"
Berechnen Sie

{f1(2); i €N}, {f*(3); i € N}, {f'(5); i € N}!

Bestimmen Sie eine Zyklendarstellung von f,
d. h. eine Zyklenpartition Z von [9],
so dass f(i) = fz(i) fur alle i € [9] gilt!
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Losung:

Durch Auswertung von f%(x) erhilt man

{fZZ(2)7 ie N} = {1,8,4,2}, (1)
{fZZ(3)7 ieN} = {6,9,3}, (2)
{fz(5);ie N} = {7,5}. (3)

Wir bezeichnen die Mengen in den Gleichungen (1), (2) und (3)
entsprechend mit My, My bzw. Ms. Dann definiert f je einen
Zyklus f; auf den Basismengen My, Ms und M3 mit den
entsprechenden Darstellungen

z1=(1,8,4,2), 29=(6,9,3) bzw. z3=(7,5).
Zyklenpartition bzw. Zyklendarstellung von f:

Z =(1,8,4,2) (6,9,3) (7,5).
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5.2 VA 2, Abstrakte Ringe, elementare Eigenschaften

@ Man zeige:
In einem beliebigen Ring (R, ®,®,0, 1) gelten die folgenden
Gleichungen.
a®0 = 0®a = 0, a®b = (—a)® (-Db).

Bemerkung 1: Das Inverse eines Elements x beziiglich der
Operation @ wird mit —z bezeichnet.

Bemerkung 2: Da a und b beliebige Elemente aus R sind,
schreiben wir die Gleichungen ohne Allquantoren.
Natiirlich darf man auch Va, b ergianzen.
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Beweis:

1. Gleichung(en): a®0 = 00a

|
o

e Esgilt
a®0=a0(000)=(@®0)d(a>0).
Daraus folgt mit additiver Kiirzungsregel a ® 0 = 0.

Da die Kommutativitdt der Multiplikation nicht vorausgesetzt
wurde, miissen wir 0 © a = 0 gesondert beweisen.

Dies folgert man aber analog wie vorhin.
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2. Gleichung: a®b = (—a) ® (-b).
o Es gilt
0=a00=a0 (b (-b)=a0bdad (-D).
Daraus folgt —(a ®b) =a ® (D).
Analog folgt —(a®b) = (—a)®b.

Damit erhalten wir
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@ Geben Sie zwei nichtkommutative Ringe an.

Losung:
Man nehme die Ringe der nxn-Matrizen fiir verschiedene n > 2.

Fiir die Matrixmultiplikation mit n = 2 gilt beispielsweise
11 LOY_ (21 (11 _(10 11
0 1 1 1) \11 1 2) \11 01/

Was erhdlt man bei Rechnung modulo 27
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5.3 VA 3, Abstrakte Ringe, weitere Eigenschaften

Beweisen Sie:

@ Es gibt bis auf Isomorphie genau einen Ring
R=(S,®,®,0,1) mit drei Elementen, d.h. S ={0,1,a}.

Insbesondere also muss R isomorph sein zum Ring
(Z37 +3,3; O? 1)

Erinnerung: Sei R = (S, ®,®,0,) ein Ring. Nach Vorlesung ist
(S, ®,0) eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0 und
(S,®,1) ist ein Monoid mit neutralem Element 1. AuBerdem
gelten die beidseitigen Distributivgesetze. Fiir Ringe mit mehr als
einem Element gilt stets 1 £ 0. Der Ring ist kommutativ, falls die
Multiplikation kommutativ ist.
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Beweis:

Eine Gruppe mit 3 Elementen ist notwendigerweise zyklisch,
denn die Ordnung eines Elements ungleich dem Neutralen kann,
nach dem Satz von Lagrange, nicht 2 sein,

weil dann 2 Teiler der Gruppenordnung 3 sein miisste.

Jedes Element ungleich dem neutralen Element erzeugt die
Gruppe. Die Verkniipfungstafel fiir & lautet deshalb wie folgt.

Dass diese Verkniipfungstafel eine Gruppe definiert, ergibt sich aus
der Isomorphie zu (Z3, +3).
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Auch die Verkniipfungstafel fiir die Multiplikation ergibt sich
zwingend wegen

acva=(1sl)o(lal)=1alalal=1

wie folgt:
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Dass alle Ringaxiome erfiillt sind, zeigt man wiederum mithilfe der
Isomorphie auf den Ring (Zs, +s3, 3,0, ).

Es folgt, dass R ein Ring ist.

Die Eindeutigkeit von R ist eine Konsequenz der Herleitung, denn
die Verkniipfungstafeln hatten sich zwingend ergeben.
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@ Der Ring R = (S,®,®,0,1) mit drei Elementen ist ein
Korper.
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Beweis:

R ist genau dann ein Kérper, wenn (S\{0}, ®,) eine kommutative
Gruppe ist.

Zum Beweis geniigt der Hinweis auf die Isomorphie mit
(Z3,+3,-3,0,1), weil (Zy, +n,n,0,1) bekanntlich ein Kérper ist,
wenn n eine Primzahl ist.

Wir geben aber auch einen direkten Beweis an, wie folgt.

zU DS 5.3 VA 3, Abstrakte Ringe, weitere Eigenschaften -
(©Dr. Werner Meixner L.\



Direkter Beweis:

Wir streichen aus der Verkniipfungstafel die Zeile bzw. Spalte der
Multiplikation mit 0 und erhalten.

S =G
Q ==
— Q|

Offenbar definiert die Multiplikation eine Gruppe.
Sie ist isomorph zu (Za, +2).
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Definition:
Es heiBe y € S\ {0} co-Nullteiler von 2 € S\ {0}, falls x © y = 0.

Beispiel: In Zg sind 2,4,6 co-Nullteiler von 4.

@ Sei t, die Anzahl der co-Nullteiler eines Ringelementes
x € S\ {0} eines endlichen, kommutativen Ringes
(57 @7 ®7 0’ 1)

Dann ist t; + 1 ein Teiler der Anzahl n = |S| aller
Ringelemente.
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Beweis:

Sei Ny ={yeS\{0}; z®y=0}.

Wir zeigen, dass N, U {0} eine additive Untergruppe von (S, ®)
bildet.

e Es gilt offensichtlich 0 € N, U {0}.
@ Abgeschlossenheit: Seien y,z € N, U {0}.
Danngilt 20 (y®2) =20y ® x©2=0,d.h.
y® z € Ny U{0}.
@ Inverse sind enthalten: Sei y € N, U {0}.
Danngilt 20 (-y) =—2z®y=0,d.h. —y € N, U{0}.

zU DS 5.3 VA 3, Abstrakte Ringe, weitere Eigenschaften
(©Dr. Werner Meixner

1=\



Da N,U{0} eine additive Untergruppe von (.S, ®) ist,
gilt nach dem Satz von Lagrange,

dass t, +1 = |N, U {0}| ein Teiler von |S] ist,
w.z.b.w.

Bemerkung:

Die Konsequenz der Aussage in dieser Teilaufgabe ist, dass
jeder endliche kommutative Ring,

dessen Anzahl von Elementen eine Primzahl ist,
notwendigerweise auch ein Korper ist!
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5.4 VA 4, direkte Produkte von Ringen

Eine allgemeine Methode zur Konstruktion von
Algebren B aus gegebenen Algebren A; und A, ist
die Bildung von direkten Produkten.

Seien A = (S1,01) und Ay = (S2,02), dann ist das direkte
Produkt von A; und A, definiert als

Al X A2 = (Sl X Sg,ol><02)

mit dem direkten Produkt o x 0o der komponentenweisen
Verkniipfungen, so dass also fiir alle x1,y1 € S1,22,y2 € Sy gilt

(w1, 22)(01x02)(y1,Y2) = (21 01 Y1, 22 02 Y2) .
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@ Seien (Z2,+2) und (Z3,+3) die additiven Gruppen der ganzen
Zahlen modulo 2 bzw. modulo 3. Dann ist das direkte
Produkt (Zg x Zs3, +2x+3) eine kommutative Gruppe.

Stellen Sie die Verkniipfungstafel auf fiir das direkte Produkt

+2X+3.
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Losung:

> —~ —~ —~ —~ —~ —~
Nl | o| = | | o -
) — o — = — =

~ = ~ = ~ =

- —~ —~ — —~ —~ —
17 — (o] [an} — a =}
Sllo| Aol =] of —~

N~— S~— S~— N~— N~— ~—

- —~ —~ —~ —~ —~~ —~
Cllo| =] | o =]
= — o — = — =]

~ = ~ = ~ =

> —~ —~ —~ —~ —~ —~
Nl | o| = | | o -
Cllo|l Al o A o ~H

= ~ = ~ = ~

- —~ —~ — —~ —~ —
17 — (o] [an} — a S

2l A S| A S| = | S

N~— S~— S~— SN~— S~— SN~—

- —~ —~ —~ —~ —~~ —~
Cllo| =] | o =] o
Sl ol | o | ©of| —

= ~— = ~ = ~

o —~ —~ — — —~ —
pe =) — a @) — a

+lls|l =l s = S| 4

N— N~— ~— N~— N~— ~—

z0 DS

5.4 VA 4, direkte Produkte von Ringen -
1=\

Meixner

(©Dr. Werner

m



@ Zeigen Sie dass (Zg X Zs, +2x+3) isomorph ist zu der
additiven Gruppe (Zg, +¢), der Gruppe der ganzen Zahlen
modulo 6.
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Losung:
Die additive Gruppe (Zg, +¢) ist zyklisch.

Damit ist die Gruppe (Za X Zs3,+2 X +3) genau dann isomorph zu
(Zg, +6), wenn sie ebenfalls zyklisch ist.

Sei z = (1,1). Dann gilt

22 = (0,2), 3z = (1,0), 4z = (0,1), 5z = (1,2), 62 = (0,0) .

Daraus folgt, dass ord(x) = 6, d.h. die Gruppe ist zyklisch
und damit isomorph zu (Zg, +¢).
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© Seien (Za, +2,-2) und (Zs, +3,-3) die Ringe der ganzen
Zahlen modulo 2 bzw. modulo 3. Dann ist das direkte
Produkt (Zo X Zs,+9 X +3,-2%-3) ein kommutativer Ring.

Stellen Sie die Verkniipfungstafel auf fiir das direkte Produkt

9 X 3.
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Losung:
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© Zeigen Sie, dass der Ring Zo x Zs isomorph ist zum Ring Zg.
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603 | 022(0,0) | 122(1,1) | 222(0,2) | 322(1,0) | 422(0,1) | 52(1,2)
02£(0,0) || (0,0)

122(1,1) (1,1) (0,2) (1,0) 0,1 | (1,2
222(0,2) (0,2) | 42(0,1) | (0,0) (0,2) (0,1)
32¢(1,0) (1,0) (0,0) |32(1,0)| (0,0) (1,0)
12(0,1) (0,1) (0,2) (0,0) | 42(0,1) | (0,2)
52(1,2) (1,2) (0,1) (1,0) 0,2) | 12(1,1)

Eine Ergénzung und Uberpriifung der roten Eintrige in der Tabelle
zeigt eine Ubereinstimmung mit der multiplikativen Halbgruppe
des Ringes Zg.
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