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Ubersicht:

1. Ubungsbetrieb: Fragen, Probleme?
.,Das Versteh' ich nicht!“

2. Thema: Induktionsbeweise

3. Vorbereitung  auf TA Blatt 4:

Vollstandige Induktion (VA 1)
Grenzwert und Wachstum (VA 2, VA 3)
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1. Ubungsbetrieb

1.1 Fragen, Probleme?

?

1.2 ,,Das Versteh’ ich nicht!*“

Falsche Lesetechnik? Lesen und horen Sie strukturiert!

Eine Definition wird zunichst syntaktisch funktional analysiert.

Ein inhaltliches Verstandnis entsteht in nachfolgenden Schritten.
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2. Thema

2.1 Induktionsbeweis

Mit einem Induktionsbeweis beweist man den Wahrheitswert einer
aufgezadhlten Menge von Aussagen

Ay, Ao, As, . Ay,

durch eine Aufzdhlung der Beweise B; fiir die Aussagen A;
B,B>,B3,...,B,,....

Man beweist dabei die erste der Aussagen,
d.h. Ay, und eine Folgerung A,, = A, fiir beliebiges n > 1.

Daraus ergibt sich dann eine Aufzdhlung der Beweise B;.
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Man beachte:

Die Variable n bedeutet lediglich den Index in der Aufzdhlung der
Aussagen A, bzw. Beweise B,.

Selbstverstandlich beginnt der Index einer Aufzdhlung bei 1
und ist aufsteigend unendlich.

Die Aussagen A,, haben stets die Form
Es gilt P(n).

Dabei ist P(n) ein Pradikat, das sich auf den Index n bezieht.
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Sei P(n) ein Pradikat fiir natiirliche Zahlen.

Die Giiltigkeit einer Formel
(Vn € N) [P(n)] (1)

mit vollstandiger Induktion zu beweisen, heiBt,

anstatt (1) die Giiltigkeit der folgenden Formel zu zeigen.

P(1) A (YneN)[P(n)= P(n+1)]. (2)
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Bemerkung: Das Pradikat P(n) ist nicht identisch mit der
Aussage, die man beweisen will. Die Frage der Anpassung des
Schemas an z.B. absteigende Folgen ganzer Zahlen oder den
Induktionsanfang stellt sich nicht.

Die Anpassung geschieht stets durch

Wahl eines geeigneten Pradikats.
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Beim Beweis der Formel (2) geht man wie folgt vor.

Induktionsanfang : Es gilt P(1):

Induktionsschritt : Es gilt (VYn € N)[P(n) = P(n+1)].

Der Induktionsschritt wird gezeigt durch:
Induktionsannahme: Sei n € N beliebig. Es gelte P(n).
Induktionsschluss : Dann gilt P(n +1):

Soweit das Schema des Induktionsbeweises.
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3. Vorbereitung auf Tutoriibungen Blatt 4

3.1 VA 1, Induktion

Zeigen Sie mit vollstandiger Induktion

fir alle x € R mit —1 < 2 und m € Ny
die Bernoullische Ungleichung

L+mz < (1+z)™.

Geben Sie zunéchst ein geeignetes Pradikat P(n) an
und fiihren Sie den Induktionsbeweis

fiir beliebiges x unter der Annahme —1 < x

nach dem angegebenen Schema durch.
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Losung:
Sei z € R mit —1 < z.

Wir definieren das Pradikat P(n) fiir n € N so, dass P(n)

genau dann wahr ist, wenn 1+ (n — 1)z < (1 +z)" ! gilt, i.Z.
P(n) <= 1+Mm-Dz<1+z)" "

Dann haben wir zu zeigen

(Vn € N) [P(n)].
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Induktionsanfang: Es gilt P(1):
P(1) bedeutet
1+0-2<(1+42)°% dh 1<1.
Also gilt P(1).
Induktionsschritt:  Es gilt (Vn € N) [P(n) = P(n+1)].
Der Induktionsschritt wird gezeigt durch:
Induktionsannahme: Sei n € N beliebig. Es gelte P(n).

Induktionsschluss:  Es gilt P(n+ 1):

(I+az)" (14 2)" 11+ 2)

> 1+ Mm-Dz)(1+=x) LA P(n)
= 14+ (n—1z+z+ (n—1)z?
> 14+nx. w.z.b.w.
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3.2 VA 2, Grenzwert und Wachstum

VA 2.1
Im Folgenden bezeichnet 1 in o(1) die konstante Funktion, die fiir

alle n € Ny den Wert 1 besitzt.

@ Man zeige durch Riickfiihrung auf die Definition des
Wachstums o(f(n)):

1).
1 o)
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Losung:
Sei f(n) = 7 fiir alle n € Ny.

Dann haben wir zu zeigen

1
dne > ne — -1 .
(Ve>0 nENOVn_n)[’n+1’<c ]

Wir erfiillen

schrittweise den obigen pradikatenlogischen Ausdruck
von ,,links nach rechts” gemaB der Klammerung

nil‘“'lm'

Ve >0 [EInCENO [Vnznc[
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Als Erstes nehmen wir ein beliebiges ¢ > 0 an.

Fiir dieses ¢ > 0 ist Folgendes nachzuweisen.

1
dn. € Ny [Vnch H—‘ <c-1” .
n+1

Den Existenzbeweis fiihren wir wieder konstruktiv.
Wir konstruieren ein geeignetes n. wie folgt:

Ne 1= [1—‘ + 17.
c
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Nun miissen wir zeigen, dass gilt

Vn>nc[

-1 .
n+1‘<c ]

Wir nehmen ein beliebiges n mit n > n. an und

haben zu zeigen:
1

n—+1

‘<c-1.

Wegen n > n. = [1] 417 gilt n > 1, mithin 1 < ¢
Es folgt

W.z.b.w.
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VA 2.2
© Man zeige: Fiir reellwertige Funktionen f : Ng — R gilt

lim f(n)=0 <= f(n)€o(l).

n—oo
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Losung:

Tatsachlich miissen wir im Wesentlichen nur einige Bezeichnungen
ersetzen.

nli_}nolof(n):() <— (Ve>03n. €Ny Vn>n.) [|f(n)—0] <¢]
< (Ve>03n.eNyVn>n.) [|[f(n)] <c-1]
<~ f(n)€o(l).

Bemerkung:

Obiger Beweis ist ein Beispiel fiir 4quivalente Umformung anstelle
einer schrittweisen Auflésung der pradikatenlogischen Formel.
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3.3 VA 3, Wachstum von Funktionen

Q@ Man zeige:
(logn?)? € o(2"™).

log ohne Angabe der Basis bedeutet, dass die Formel fiir alle
zuldssigen Basen zu beweisen ist.
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Losung:

Es ist zu zeigen:

(Ve >0 3n. e NVn > n.) {|(logn2)2] <c- 2ln"] .

Sei b eine beliebige zuldssige Basis.

Wir 16sen die Formel schrittweise auf.
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Sei ¢ eine beliebige reelle Zahl mit ¢ > 0.
Nun konstruieren wir ein natiirliche Zahl n., so dass gilt

(Vn > n.) [(logn?)? < ¢-27].

Umformung:

4

(b2 (Inn)? < c-2m,

(log, n®)* =

Wir bezeichnen Inn mit z,
d.h. wir setzen = = Inn,
und wir setzen k = 0

Inb)? -
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Nun benutzen wir die Ungleichung 23 < 2% fiir z > 10.
Die Ungleichung folgt leicht aus 31lnz < zIn2 fiir z > 10.

Dann gilt fiir x > 10 und % <c

L < 2%,

SN

Nun setzen wir =, = max{10, £} und n. = [e®]

und erhalten fiir alle n > n. die gewiinschte Ungleichung.
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Q Sei f(7) = apa™ +ap_12" 1+ ...+ a1z + ap mit a; € R,
an # 0.
Man zeige f(z) = O(z").
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Losung:

Es ist zu zeigen

(J¢>03In. e NVz > n.)[|f(z)] <c-z"].
Es gelten fiir alle z > 1 die Ungleichungen
YIRS ST
i=0 i=0
n ) n
o (St a) <o S
i=0 i=0

——

=:c

[f(@)] <

IN

Wir kénnen beispielsweise ¢ = >~ |a;| und n. = 2 setzen.
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