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Diskrete Strukturen

Arbeitsblatt 4: Losung linearer Rekursionsgleichungen
(zu Ubungsblatt 12)

Hinweis: Arbeitsblitter in diesem Semester dienen grundsétzlich der selbststédndigen Vorberei-
tung von Haus- und Tutoraufgaben mit besonderen thematischen Schwerpunkten.

Das Arbeitsblatt 4 fasst die fiir eine konkrete Losung von linearen Rekursionsgleichungen
mit konstanten Koeffizienten notwendigen Schritte zusammen und erldutert so den in der
Vorlesung vorgestellten Hauptsatz zur Auflésung von homogenen Rekursionsgleichungen.

Wir betrachten auch die Losung von inhomogenen Rekursionsgleichungen in Anlehnung
an eine Methode von Cauchy bei gewohnlichen linearen Differentialgleichungen. Insge-
samt ist die Losungstheorie homogener linearer Rekursionsgleichungen weitgehend analog
zur Losungstheorie homogener linearer Differentialgleichungen. Beide Theorien tragen die
Merkmale der Theorie linearer Operatoren, in der Eigenwerte und die zugeordneten Eigen-
und Hauptvektoren eine zentrale Rolle spielen. Man kann nicht erwarten, diese Zusam-
menhénge bereits im ersten Semester zu verstehen. Konkrete Anwendungsbeispiele finden
Sie in den Ubungsblittern.

Das zentrale Hilfsmittel bei der Losung einer Rekursionsgleichung sind die Nullstellen des
sogenannten charakteristischen Polynoms der Rekursion. Die Losungen lassen sich als eine
Linearkombination von Elementen eines ,Fundamentalsystems von Lésungen® darstellen,
die den genannten Nullstellen zugeordnet werden kénnen. Zusétzliche Bedingungen in der
Form sogenannter , Anfangsbedingungen® werden durch geeignete Wahl von Linearkoeffi-
zienten des Losungsfundamentalsystems erfiillt. Dazu wird ein lineares Gleichungssystem
fiir diese Koeffizienten angesetzt und gelost.

Auch die erzeugende Funktion F(z) der Losungen (f,),>0 von homogenen linearen Re-
kursionen ist in dem o. g. Hauptsatz der Vorlesung vollsténdig als geschlossener Ausdruck
angegeben, und zwar als rationaler Ausdruck bzw. Funktion F(z) = 2%. Dabei ist ¢t(2)
das charakteristische Polynom, oder anders gesagt, q(z) ist gleich dem reflektierten Poly-
nom des charakteristischen Polynoms, d.h. ¢(z) = (¢®)%(2). p(z) wird mit dem Ansatz
der ,vollstandigen Rekursion“ berechnet.

Wir halten fest, dass die praktische Losung homogener linearer Rekursionen mit konstan-
ten Koeffizienten keine Verwendung von erzeugenden Funktionen erfordert. Die Angabe
einer Losung einerseits und die Angabe eines geschlossenen Ausdrucks ihrer erzeugenden
Funktion andererseits sind vollkommen entkoppelte Schritte, denen allerdings die Aufstel-
lung des charakteristischen Polynoms gemeinsam ist.



Dagegen werden zur Loésung inhomogener linearer Rekursionen regelméflig erzeugende
Funktionen verwendet. Der interessierte Horer wird bemerken, dass sich auch der Beweis
des Hauptsatzes wesentlich auf erzeugende Funktionen stiitzt.

1. Vorgehensweise bei der Losung homogener linearer Rekursionen

Wir gehen aus von der homogenen linearen Rekursiongleichung der Ordnung d mit kon-
stanten Koeffizienten ¢; fiir eine Folge (f,,)n>0

frotd @ fova1 + @ foga—o+ .. Fqarfn = 0, Vn>0. (1)

Allgemeine L6sung

Eine Gleichung ,allgemein Losen® heifit, ein Verfahren anzugeben, mit dem man alle Lo-
sungen darstellen kann. Die Darstellungen enthalten dann in der Regel gewisse Parameter.

Zur allgemeinen Losung der Gleichung stellen wir zunédchst das charakteristische Po-
lynom ¢%#(z) auf und bestimmen dessen Nullstellen.

¢"(z) = 2"+ @2+ 2P+ L gzt (2)

Die (i. A. komplexen) Nullstellen von ¢"(z) seien o; mit Vielfachheit d; fiir i = 1,2,..., k
und sz d; = d. Die Anzahl verschiedener Nullstellen sei also k. Beriicksichtigt man die
Vielfachheit der Nullstellen, so zédhlt man d Nullstellen.

Nun ist die Folge (f,,)n>0 genau dann eine Losung der Rekursion (1f), wenn es Zahlen ¢; ;
firi=1,2,...,kund y =0,1,...,d; — 1 gibt, so dass fiir alle n > 0 gilt:

k
fn = sz(n) coy” mit (3)
i=1
d;—1
pz(n) = Z Cij n’ = Ci0 + Ci1 N + ... + Cidi—1* ndi_l. (4)
j=0

Spezielle Losung

Fiir jeden Koeffizientenvektor (c; ;) der Lénge d erhélt man mit Formel eine spezielle
Lésung der Rekursion . Fiir beliebig vorgegebene Zahlen ag,aq,...,aq_1 kann man
die Parameter c¢;; so wihlen, dass die folgenden Gleichungen als sogenannte Anfangs-
bedingungen der Rekursionsgleichung erfiillt sind.

fo=ao, i=ai, ... , fa-1 =aq-1. (5)

Erzeugende Funktion einer speziellen Losung

Die erzeugende Funktion F'(z) einer speziellen Losung (f,,)n>0 der Rekursion (1) mit den
Anfangsbedingungen ist gleich der rationalen Funktion

F(z) = 22 (®



mit dem zum charakteristischen Polynom reflektierten Polynom
q(2) =1+ qz+ @+ ... +q2? (7)

und einem Polynom p(z), das sich aus dem Ansatz der wvollstindigen Rekursion ergibt.
Die vollstandige Rekursionsgleichung beschreibt dabei die Gleichung zusammen mit
den Anfangsbedingungen und ist wie folgt definiert.

Vollstandige Rekursion

Seien f, = 0 fiir alle n < 0. Beachten Sie die bekannte Definition der Deltafunktion
0;; mit §;; = 1 fir alle ¢ und §;; = 0 fiir alle ¢ # j. Dann lautet die vollsténdige
Rekursionsgleichung fiir alle n > 0

fota-foci+ oo F i fama = €0 0no+e1-0p1+ .. Feio10na-1- (8)

Dabei sind die Parameter e; mit den Anfangsbedingungen durch die folgenden Glei-
chungen verkniipft.

fn+q1'fn—1+ +Qd'fn—d = €n fir n:()?lw--ud_]-a (9>

oder explizit

fo = €o = Qaop,
fiva-fo = e = a+qao,
fo+a-fi+afi = e = a+aqa+qa,
facr+ @ faot+ .. F -1 fo = e = ag1+ @i+ ..+ Qa-1a0-

Das gesuchte Polynom p(z) ist nun gegeben durch

p(z) =eg+erz+ez? +.. deg247h (10)

2. Vorgehensweise bei der Losung inhomogener Rekursionen

Wir gehen aus von einer inhomogenen linearen Rekursionsgleichung der Ordnung d mit
konstanten Koeffizienten ¢; und einem inhomogenen Anteil (Storglied) (s,)n>o fiir eine

FOlge (fn)nZO

fn+d+q1'fn+d—1+q2'fn+d—2+ +Qd'fn = Sn, anO (11)

Allgemeine L6sung

Die allgemeine Losung einer inhomogenen linearen Rekursionsgleichung erfolgt in 2 Schrit-
ten.

1. Bestimmung der allgemeinen Losung (hy,),>0 der zugeordneten homogenen Glei-
chung (d.h. der gegebenen Gleichung , allerdings mit s, = 0 als rechte Seite).

2. Bestimmung einer partikuléren Losung (py,)n>o der inhomogenen Gleichung mit
den speziellen Anfangsbedingungen ag =0, a1 =0, ..., aq_1 = 0.
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Die allgemeine Losung (f,,)n>0 der inhomogenen Rekursionsgleichung ergibt sich dann
Al
fo="hn+p, Yn>0.

Zum ersten Schritt wurde bereits alles Wesentliche gesagt. Wir betrachten nun die Kon-
struktion einer partikuldren Losung.

Sei q(z) das zum charakteristischen Polynom ¢f(z) reflektierte Polynom einer linearen
Rekursion (I)), d. h.

¢2)=1+qz+ @+ ... +q

Die partikuldre Losung (p,)n>o von (L1) mit annullierenden Anfangsbedingungen py = 0,
p1 =0, ..., pa_1 = 0 ist stets gegeben durch deren erzeugende Funktion P(z) mit

d n
o Z EnZO Sn<

q(z)

Falls nun (sy),>0 eine rationale erzeugende Funktion S(z) = ) ., s,2" besitzt, kann
man durch Partialbruchzerlegung von P(z) eine geschlossene Formel fiir die partikuliire
Losung (py,)n>0 berechnen. Man benétigt dazu u. a. die Zerlegung der Nennerfunktion ¢(z)
in Linearfaktoren. Diese Linearfaktoren ergeben sich aber unmittelbar aus den Nullstellen
«; des charakteristischen Polynoms ¢®(z). Es gilt

P(z)

q(2) = (1 — a1 2)"(1 — ag2)® ... (1 — o). (12)

Spezielle Losung

Die allgemeine Losung der inhomogenen Rekursionsgleichung enthélt d Parameter
¢;j- Man kann diese Parameter wiederum so wihlen, dass die Anfangsbedingungen (5]
erfiillt sind.

Dazu bestimmt man aus der allgemeinen Losung (hy,),>0 der Gleichung die d Para-
meter ¢; ; so, dass die Anfangsbedingungen erfiillt sind, d. h.
ho = Qop, hl =ay, ... , hd,1 = Qg—1 (13)

fiir beliebig wahlbare Werte ag, a1, ..., ag_1.

Diejenige spezielle homogene Losung, die die Gleichungen erfiillt, bezeichnen wir mit
h,,. Die spezielle Losung der Rekursion , die die Anfangsbedingungen erfiillt, ergibt
sich dann zu

fo=hy+p,, Yn>0.



