Beispiel (Forts.)
Eine zweite Beweisvariante verwendet ein etwas ungewéhnliches Induktionsverfahren!
Wir zeigen den Induktionsanfang wie oben und dann fiir den Induktionsschluss:

Q@ P= P

Q@ (P, NAPy) = Py,
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Beispiel (Forts.)
O Sei

Damit:
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Beispiel (Forts.)
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4.8.2 Differenzenoperator

Definition 198
Sei f eine Funktion von Z nach C. Der Operator

mit E(f)(z) := f(z + 1) heiBt Translationsoperator.
A f—= A(f)

mit A(f)(x) := f(x + 1) — f(z) heiBt (Vorwarts-)Differenzenoperator.
V:f—=V(f)

mit V(f)(x) := f(x) — f(x — 1) heiBt (Rickwarts-)Differenzenoperator.
Mit I als dem Identitdtsoperator (also I(f) = f) konnen wir auch schreiben
A(f) = (E—=D(/)
V(f) =T~ E)
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Beispiel 199
Sei a € Ny:
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EY(f)(@) = (EoEo---0E)(f)(x) = f(z +a)
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Beobachtungen:
Seien P, () Operatoren € {E,I,A,V}, sei a € C.
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(P+Q)(f +9) = P(f) + Pg) £ (Q(f) + Q(9))

(@P)(f) = - P(f)
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Satz 200
Aus (4) folgt:

Beweis:
Klar. O
Beispiel 201
A?(z3) :22:(—1)2—’“(2)15’ =0-2+8=6
=0 o k
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4.8.3 Fallende Fakultat

Definition 202
Sei n € N. Dann gilt: xf;‘é N

r—n '
Damit fiir n = —1 ,, formal*:
=l 1
x+1
Und fiir n ersetzt durch —n:
x—n—i—l
—n _
v r+n
n._ 1
(x4+1)(x+2) - (x+n)
(x—=1(x—2)---(x—n)
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Lemma 203
Fiir alle n € Z gilt:

Bemerkung: Wir schreiben hier offensichtlich Az fiir A(z2) und verstehen implizit x
als das Argument der Funktion, auf die der A-Operator angewendet wird.
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Beweis:
(Wir zeigen nur 1.)

oen>0:
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Az

=(x+1)% -z
=(z4+1)-2"t—(z—n+1) 2n=L
=l
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Beweis (Forts.):

o n < 0. Setze m := —n:

Diskrete Strukturen
@©Ernst W. Mayr

A= = (z + 1) — 2=
1 1

(e +2)(x+3) - (r+m+1) (1) (z+m)
(D) —(x4+m+1)
(41D (z+m 1)

= —m.p=—m-L

4.8 Summation und Differenzenoperator




4.8.4 Diskrete Stammfunktion

Definition 204
Sei f so, dass Af = g. Dann heiBt f eine diskrete Stammfunktion von g. Schreibweise:

=g
Satz 205

Sei f eine diskrete Stammfunktion von g. Dann gilt:

Zg fo+1) = f(a)

Beweis:
Wegen Af =g gilt g(i) = f(i+1)— f(4), also
b
Zg Z (i+1) = f@)=fb+1) = f(a)
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Beispiel 206

fir n # —1.
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Beispiel 207
Sei

Dann ist (fir z € N)

(harmonische Reihe).
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fle+1) - fo) = ot = —
- 1 1
BRI
f(z) = Hy

4.8 Summation und Differenzenoperator




Beispiel 208

Esist Aa® = a*"! —a® = (a — 1) - a*.

x
a
AL 4o
(a—1)
bzw. .
a
E a® = +C
(a—1)
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Beispiel 209
Was ist Y k27 Es gilt:

k=0
2 =224 2L
Also:
~ 2 1) |
> - (et ) [
:I:§ xg n+1
(59
=0
_(n+1)n-(n—1) (n+1)-n
B 3 2
~n-(n+3)(n+1)
B 3
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