5.8 Transformationsgruppen

Definition 101
Eine Transformationsgruppe ist eine Gruppe von bijektiven Abbildungen einer Menge
U auf sich selbst mit der Komposition o als bindrem Operator:

gof:Uszwg(f(x)) €U

Satz 102 (Darstellungssatz fiir Gruppen)

Jede Gruppe ist isomorph zu einer Transformationsgruppe.
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Beweis:
Sei G = (S,0,1), g € G. Betrachte die Abbildung

g:S>awgoa€s

Aus der Kiirzungsregel und der Existenz eines Inversen folgt, dass g eine bijektive

Abbildung ist. . . .
Wir betrachten nun G := (S,0,1) mit S = {§; g € G}. Die Abbildung

. S3gm—g€eS

ist ein Gruppenisomorphismus. Fiir h, g € G gilt:

(l/LB/g)(a) = (hog)oa=ho(goa)=hog(a)= fz(g(a)) = (hog)(a)
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5.9 Permutationsgruppen

Definition 103

Eine Permutation ist eine bijektive Abbildung einer endlichen Menge auf sich selbst;
0.B.d. A. sei dies die Menge U := {1,2,...,n}.

Sy, (Symmetrische Gruppe fiir n Elemente) bezeichnet die Menge aller Permutationen
auf {1,2,...,n}.

Sei nun 7w € S,,. Es existiert folgende naive Darstellung:

7T_( 1 2 3 ... n-1 n)
S \m(1) w(2) 73) ... w#(n—=-1) w(n)

Kiirzer schreibt man auch
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Sei a € {1,2,3,...,n}. Betrachte die Folge
a=7"(a), '(a), 7°(a), ™(a), ...

Aus dem Schubfachprinzip und der Kiirzungsregel folgt, dass es ein minimales r = r(a)
mit » < n gibt, so dass 7" (a) = a. Damit bildet

<a=71’0(a) m(a) 72(a) 73(a) ... ﬂr_l(a)>

einen Zyklus der Permutation 7 € S,,.
Umgekehrt liefert

(a ©'(a) 7*(a) 73(a) ... 7" Ya))

eine zyklische Permutation der Zahlen

{a, 7'(a), 7%(a), (a), ..., 7" a)} C{1,2,...,n}.
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Satz 104
Seim=(aop a1 as ... an—1) eine zyklische Permutation von {1,2,...,n}, also

T: G; = Q(i+1) modn
Dann gilt:

Q@ 7"(ai) = a(itk)modn
@ 7 hat die Ordnung n.

Beweis:

@ Leicht durch Induktion zu zeigen.

@ Aus 1. folgt: 7" = 70 = id. Wire ord ™ = m < n, dann hitte der Zyklus die Form

(a0 a1 a2 ... am—1) und a, wire gleich ag, was einen Widerspruch zur
Voraussetzung darstellt.
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Satz 105

Jede Permutation aus S, kann als Komposition (von endlich vielen) disjunkten Zyklen
dargestellt werden.

Beweis:

Ubung! Ol
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Beispiel 106
m=(142)(35)(6)

Cﬁ

In diesem Beispiel ist (6) ein Fixpunkt und (3 5) eine Transposition (eine Permutation,
die nur 2 Elemente vertauscht und alle anderen auf sich selbst abbildet).
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Bemerkung:
Disjunkte Zyklen konnen vertauscht werden.

Korollar 107
Die Ordnung einer Permutation m ist das kgV der Ldngen ihrer Zyklen.
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6. Boolesche Algebren

6.1 Definitionen

Eine Boolesche Algebra ist eine Algebra
(57 @7 ®’ N’ 07 1)?

@, ® sind bindre, ~ ist ein unadrer Operator, 0 und 1 sind Konstanten. Es gilt:

Q@ @ und ® sind assoziativ und kommutativ.
@ 0 ist Einselement fiir @, 1 ist Einselement fiir ®.

Q fiir ~ gilt:
bd ~b =1

b® ~b = 0 VbeS.

@ Distributivgesetz:
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Bemerkung:
Eine boolesche Algebra ist keine Gruppe, weder beziiglich @ (b @& ~ b =1) noch
beziiglich ®.

Beispiel 108

o (B,v,A,—,F,T)
° (2U,U,ﬂ,_,®,U)
o ({1,2,3,6},kgV,geT,z — 5,1,6)
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George Boole (1815-1864)

George Boole
lived from 1815 to 1864

Boole approached logic in a new way reducing it to a simple algebra, incorporating logic into
mathematics. He also worked on differential equations, the calculus of finite differences and general
methods in probability.
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Satz 109 (Eigenschaften Boolescher Algebren)

@ /dempotenz:
(Vbes)[b@bzb A b@b:b}

@ Nullelement:
(VbeS)[beBlzl A b®0=0]

© Absorption:
(Vb,ceS)[b@(be@c):b A b®(b@c)=b]
Q Kiirzungsregel:

(Vb,c,d € S)

bdc=bDdN(~bBDc=~bdDd) & c=d
bRc=bd AN (~bRc=~b®d) = c=d
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Satz 109 (Forts.)
© eindeutiges Komplement:
(Vb,ceS)[b@c:1 Ab@e=0 = ¢ = Nb]

@ /nvolution:

(Vb€ S) [N (~b) = b}

@ Konstanten:

© De-Morgan-Regeln:

(Wb, c,d € S)

~
~
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Wir zeigen zunéichst die Teilbehauptung 7:

Beweis:
Mit b = 0 folgt aus den Eigenschaften 2 und 3 Boolescher Algebren sofort

~0=1,
und ebenso mit b =1
~1=0,
womit wir Behauptung 7 gezeigt haben. ]
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Folgende Hilfsbehauptung ist sehr niitzlich:

l=1e(0e)=1a0)(1le)=10(1al)=1a1.

Beweis:
[Es werden nur Teile des Satzes bewiesen.]
o
bab=(1eba(lob)=1al)eb=12b=b
2]
bd1l=bD(b®(~b)=0bBb)B(~b)=bD(~b) =1
o

b (bRce)=0b21)a(bRc)=b0(1®c)=bx1=>
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Beobachtung:
Die Eigenschaften treten in Paaren auf, die durch Vertauschen von & und ® und von 0
und 1 ineinander iibergehen. Solche Eigenschaften heiBen dual zueinander.

Da die Axiome unter Dualitdt abgeschlossen sind, folgt:

Das Duale eines Satzes ist wieder ein Satz.

Definition 110
Sei A= (S,®,®,~,0,1) eine endliche Boolesche Algebra. Dann definiert man:

a<b <= a®b=ua
a<b <= a<bAa#bd

Diskrete Strukturen 6.1 Definitionen
@©Ernst W. Mayr




Satz 111

Durch < ist auf A eine partielle Ordnung definiert, d. h. eine reflexive,
antisymmetrische und transitive Relation.

Beweis:

(a) Reflexivitat: Zu zeigen ist, dass fiir alle a € S gilt a < a,d.h.a®a=a
(Idempotenzgesetz bzgl. ®)

(b) Antisymmetrie: Sei a <b A b < a. Damit gilt: a ® b =a und b ® a = b nach
Definition. Damit:

a=a®®b=b®Ra=">

(c) Transitivitat: Seia <b A b<¢ danngilt: a®b=a und b® c=">. Es ist zu
zeigen, dass a < ¢, d.h. a ® c = a.

a®c=0Rb)c=a® (b®c)=a®b=a
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6.2 Atome

Definition 112
Ein Element a € S, a # 0 heiBt ein Atom, i.Z. atom(a), falls

(VbeS\{o})[bga = b=al.

Satz 113
Es gilt:
Q atom(a) = (WelS) [a®b=a V a®b=0]
@ atom(a) Aatom(b) ANa#b = a®b=0
@ Falls gilt: (Va € S)[atom(a) = a® b= 0], dann b= 0.
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Beweis:
[Wir zeigen nur die erste Teilbehauptung]

© Sei a ein Atom. Nach Voraussetzung gilt (mit a ® b statt b):
a®b#£0 = (a®b§a = a®b:a)
Da aber a ® b < a ist (Ubungsaufgabe!), folgt

(a®@b=0)V(a®b=a).
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Satz 114 (Darstellungssatz)

Jedes Element x einer endlichen Booleschen Algebra (S, ®,®,~,0,1) lisst sich in
eindeutiger Weise als &-Summe von Atomen schreiben:

mz@a

acsS
atom(a)
a®x#0
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Beweis:

Es gilt:
D—G. Satz113
z® EB a GB (zr®a) "= @ a
acs acsS acsS
atom(a) atom(a) atom(a)
a®x#0 a®x#0 a®x#0
Setze
Y= @ a.
acsS
atom(a)
a®x#0
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Beweis (Forts.):

Wir haben gezeigt:

Ebenso gilt:

Zusammen:
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TRY =y

r® (~y)=0 (Ubungsaufgabe!)

€T =

D-G

2@ (y&(~y))

(zoy)® (2@ (~y))
yo0=y
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Beweis (Forts.):
Zur Eindeutigkeit: Sei (Widerspruchsannahme)

O#x:@a:@a,

=t a€Ss

wobei 51,55 C S, S1 # S5 zwei verschiedene Teilmengen von Atomen aus S sind.

0O.B.d.A. gelte S NSy = ) — wenn nicht, dann bilde die Schnittmenge mit
(Sl N Sg))
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Beweis (Forts.):
Dann gilt:

a€Sy a€S2

- Poe
[ T<35 —)
a/652

Satz113(2)

@ o=
a€Sq
a’'eSs

was ein Widerspruch zur Annahme ist.
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Korollar 115
Jede endliche Boolesche Algebra mit n Atomen enthalt genau 2™ Elemente.

Korollar 116
Jede endliche Boolesche Algebra A = (S, ®,®,~,0,1) mit n Atomen ist isomorph zur
Potenzmengenalgebra

P, = (2{1,...,n}’ u,n,~0,{1,...,n})

Beweis:
Seien aq,...,a, die Atome von A. Definiere die Abbildung

h:S5@air1Ie2thm

i€l
Diese Abbildung ist ein Isomorphismus (leicht nachzurechnen). O
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