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Vorlesungsdaten

o Modul: IN2158

Bereich:
Informatik 11l (Theoretische Informatik)
Bioinformatik (Bereich Informatik)

@ Semesterwochenstunden: )
4 SWS Vorlesung + 2 SWS Ubung

o ECTS: 8 Punkte

Vorlesungszeiten:
Dienstag 16:15 — 17:45 Uhr (MI 00.08.038)
Donnerstag 12:15 — 13:45 Uhr (MI 00.13.009A)

e Ubung:
Dienstag 12:15 — 13:45 Uhr (MI 03.10.011)
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Dozent

@ Hanjo Taubig
(Lehrstuhl fiir Effiziente Algorithmen / Prof. Mayr)

eMail: taeubig@in.tum.de

Web: http://www14.in.tum.de/personen /taeubig/

Telefon: 089 / 289-17740

Raum: 03.09.039

Sprechstunde: Mittwoch 13-14 Uhr
(oder nach Vereinbarung)
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Vorlesung Inhalt

Voraussetzungen

Stoff des Informatik Grundstudiums
@ Diskrete Strukturen
@ Grundlagen: Algorithmen und Datenstrukturen

o Einfiihrung in die Theoretische Informatik

vorteilhaft:

o Effiziente Algorithmen und Datenstrukturen 1/l
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Vorlesung Inhalt

Inhalt

Schwerpunkte:
@ Zentralitdtsindizes und zugehorige Algorithmen
@ Dichte in (Teil-)Graphen
@ Fortgeschrittene Algorithmen fiir Zusammenhangsprobleme
°

Assignment Problem / Ungarische Methode

Weitere mogliche Themengebiete:

Graphfarbung
Clustering
Netzwerk-Statistik
Netzwerk-Vergleich
Algebraische Methoden
Spektrale Analyse
Robustheit
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Vorlesung Inhalt

Literatur

Die Vorlesung orientiert sich an folgendem Buch:

U. Brandes, Th. Erlebach (Eds.):

Network Analysis — Methodological Foundations
Lecture Notes in Computer Science Vol. 3418,
Springer, 2005.

Webzugriff:
http://www.springerlink.com /openurl.asp?genre=issue&issn=0302-9743&volume=3418

(Automatische Proxy-Konfiguration: http://pac.lrz-muenchen.de/)
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Vorlesung Inhalt

Weitere Literatur

o K. Mehlhorn, P. Sanders:
Algorithms and Data Structures: The Basic Toolbox

e J. Bang-Jensen, G. Gutin:
Digraphs: Theory, Algorithms and Applications

o V. Turau:
Algorithmische Graphentheorie

e J. Aldous, R. Wilson:
Graphs and Applications — An Introductory Approach

@ A. Dolan, J. Aldous:
Networks and Algorithms — An Introductory Approach
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Ubersicht

© Grundlagen
@ Netzwerke und Graphen
@ Graphreprasentation
@ Wiederholung bekannter Algorithmen
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Netzwerke und Graphen

Netzwerk

Objekt bestehend aus

@ Elementen und
@ Interaktionen bzw. Verbindungen zwischen den Elementen

eher informales Konzept
@ keine exakte Definition
@ Elemente und insbesondere ihre Verbindungen kénnen ganz
unterschiedlichen Charakter haben
@ manchmal manifestiert in real existierenden Dingen, manchmal nur
gedacht (virtuell)
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(EOTC[EEE  Netzwerke und Graphen

Beispiele fiir Netzwerke

@ Kommunikationsnetze: Internet, Telefonnetz

@ Verkehrsnetze: StraBen-, Schienen-, Flug-, Nahverkehrsnetz

Versorgungsnetzwerke: Strom, Wasser, Gas, Erddl

wirtschaftliche Netzwerke: Geld- und Warenstrome, Handel

biochemische Netzwerke: Metabolische und Interaktionsnetzwerke

biologische Netzwerke: Gehirn, Okosysteme

soziale / berufliche Netzwerke: virtuell oder explizit (Communities)

@ Publikationsnetzwerke: Zitationsnetzwerk, Koautor-Netzwerk
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Netzwerke und Graphen
Graph

formales / abstraktes Objekt bestehend aus
@ Menge von Knoten V' (engl. vertices, nodes)

@ Menge von Kanten E (engl. edges, lines, links),
die jeweils ein Paar von Knoten verbinden

@ Menge von Eigenschaften der Knoten und / oder Kanten

Notation:

e G=(V,E)
manchmal auch G = (V, E, w) im Fall gewichteter Graphen

@ Anzahl der Knoten: n= V]|
Anzahl der Kanten: m = |E|
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Netzwerke und Graphen
Gerichtete und ungerichtete Graphen

Kanten bzw. Graphen

e ungerichtet: E C {{v,w}:ve V,we V}
(ungeordnetes Paar von Knoten bzw. 2-elementige Teilmenge)
o gerichtet: EC {(v,w):veV,we V} also ECV xV
(geordnetes Paar von Knoten)

a\
O, O
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Netzwerke und Graphen
Gerichtete und ungerichtete Graphen

Anwendungen:
@ Ungerichtete Graphen:

symmetrische Beziehungen (z.B. {v,w} € E genau dann, wenn
Person v und Person w verwandt sind)

@ Gerichtete Graphen:

asymmetrische Beziehungen (z.B. (v, w) € E genau dann, wenn
Person v Person w mag)

kreisfreie Beziehungen (z.B. (v, w) € E genau dann, wenn Person v
Vorgesetzter von Person w ist

Modellierung von ungerichteten durch gerichtete Graphen:

@ Ersetzung jeder ungerichteten Kante durch je zwei antiparallele
gerichtete Kanten
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Netzwerke und Graphen

Nachbarn: Adjazenz, Inzidenz, Grad

Sind zwei Knoten v und w durch eine Kante e verbunden, dann nennt

man
@ v und w adjazent bzw. benachbart

e v und e inzident (ebenso w und e)

Anzahl der Nachbarn eines Knotens v:  Grad deg(v)
bei gerichteten Graphen:

e Eingangsgrad: deg (v) = [{(w,v) € E}|

e Ausgangsgrad: deg™(v) = |{(v,w) € E}|
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Netzwerke und Graphen

Annahmen

@ Graph (also Anzahl der Knoten und Kanten) ist endlich

@ Graph ist einfach, d.h. E ist eine Menge und keine Multimenge
(anderenfalls heiBt G Multigraph)

@ Graph enthilt keine Schleifen (Kanten von v nach v)
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Netzwerke und Graphen
Gewichtete Graphen

In Abhidngigkeit vom betrachteten Problem wird Kanten und / oder
Knoten oft eine Eigenschaft (z.B. eine Farbe oder ein numerischer Wert,
das Gewicht) zugeordnet (evt. auch mehrere), z.B.

e Distanzen (in Lingen- oder Zeiteinheiten)
@ Kosten

o Kapazititen / Bandbreite

o Ahnlichkeiten

@ Verkehrsdichte

Wir nennen den Graphen dann
@ knotengewichtet bzw.
@ kantengewichtet
Beispiel: w: E—R
Schreibweise:  w(e) fiir das Gewicht einer Kante e € E
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Netzwerke und Graphen
Wege, Pfade und Kreise

Weg (engl. walk) in einem Graphen G = (V, E):

alternierende Folge von Knoten und Kanten xp, €1, . . ., €, Xk, SO dass
» Vie[0,k]: x; € V und
> Vie[l,k]:e ={xi—1,x} bzw. &; = (x;—1,x;) € E.

Linge eines Weges: Anzahl der enthaltenen Kanten

e Pfad: Weg, der (in sich) kantendisjunkt ist, also: e; # e; fiir i # j

e einfacher Pfad: Pfad, der (in sich) knotendisjunkt ist, also: x; # x; fiir
7]

e Ein Weg heiBt Kreis (engl. cycle), falls xo = xk.
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(EOTC[EEE  Netzwerke und Graphen

Disjunkte s-t-Pfade

andere Bedeutung von knoten-/kantendisjunkt bei Betrachtung
mehrerer Pfade zwischen gleichen Anfangs- und Endknoten

2 knotendisjunkte 1-11-Pfade 3 kantendisjunkte 1-11-Pfade
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Grundlagen Graphreprasentation

Graphreprasentation

Darstellung von Graphen im Computer?

Vor- und Nachteile bei z.B. folgenden Fragen:
@ Sind zwei gegebene Knoten v und w adjazent?
@ Was sind die Nachbarn eines Knotens?

@ Welche Knoten sind (direkte oder indirekte) Vorganger bzw.
Nachfolger eines Knotens v in einem gerichteten Graphen?

o Wie aufwendig ist das Einfiigen oder Loschen eines Knotens bzw.

einer Kante?
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Grundlagen

Graphreprasentationen

Kantenliste
Adjazenzmatrix
Inzidenzmatrix
Adjazenzarray

Adjazenzliste

implizit
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Grundlagen Graphreprasentation

Kantenliste

{1,2},{1,3},{2,3},{2,4},{2,5},{4,5}

Vorteil:

@ Speicherbedarf O(m + n)

e Einfiigen von Knoten und Kanten in O(1)

@ Ldschen von Kanten per Handle in O(1)
Nachteil:

e G.find(Key i, Key j): im worst case ©(m)

o G.remove(Key i, Key j): im worst case ©(m)

e Nachbarn nur in O(m) feststellbar
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Grundlagen Graphreprasentation

Adjazenzmatrix

01100
10111
11000
01001
01010

Vorteil:

@ in O(1) feststellbar, ob zwei Knoten Nachbarn sind
@ ebenso Einfiigen und Léschen von Kanten
Nachteil:
o kostet ©(n?) Speicher, auch bei Graphen mit o(n?) Kanten
e Finden aller Nachbarn eines Knotens kostet O(n)

o Hinzufiigen neuer Knoten kostet ©(n?)
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Grundlagen Graphreprasentation

Inzidenzmatrix

110000
101110
011000
0001001
000011

Nachteil:
o kostet ©(mn) Speicher
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Grundlagen Graphreprasentation

Adjazenzarray

1 2

3 ..n=b
1[3[7]9111113

[2i3[1i3i4i5[1i2[25[2i4]

1.2 3 .. m=12

Vorteil:

@ Speicherbedarf:
gerichtete Graphen: n+ m + ©(1)
(hier noch kompakter als Kantenliste mit 2m)
ungerichtete Graphen: n+2m+ ©(1)
Nachteil:

o Einfiigen und Loschen von Kanten ist schwierig,
deshalb nur fiir statische Graphen geeignet
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Grundlagen Graphreprasentation

Adjazenzliste

Unterschiedliche Varianten:
einfach /doppelt verkettet, linear/zirkular

Vorteil:
e Einfiigen von Kanten in O(d) oder O(1)
@ Ldschen von Kanten in O(d) (per Handle in O(1))

@ mit unbounded arrays etwas cache-effizienter
Nachteil:

@ Zeigerstrukturen verbrauchen relativ viel Platz und Zugriffszeit
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Graphreprasentation
Adjazenzliste + Hashtabelle

@ speichere Adjazenzliste (Liste von adjazenten Nachbarn bzw.
inzidenten Kanten zu jedem Knoten)

@ speichere Hashtabelle, die zwei Knoten auf einen Zeiger abbildet, der
dann auf die ggf. vorhandene Kante verweist
Zeitaufwand:
e G.find(Key i, Key j):  O(1) (worst case)
e G.insert(Edge e): O(1) (im Mittel)
e G.remove(Key i, Key j):  O(1) (im Mittel)
e Speicheraufwand:  O(n+ m)
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GERilepissentaton
Implizite Reprasentation
Beispiel:  Gitter-Graph (grid graph)

@ definiert durch zwei Parameter k und ¢

V o= {1,....k}x{1,...,0}
E = {((ij):(ii"))eV?: [i-j|=1}U
{((i0), (")) e V2 |i—i=1}

o Kantengewichte konnen in 2 zweidimensionalen Arrays gespeichert
werden: eins fiir waagerechte und eins fiir senkrechte Kanten
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Gl e
Implizite Reprasentation
Beispiel: Hyperwiirfel (hypercube)

o definiert durch einen Parameter d (Dimension)

v = {0,...29-1} n=2¢

E = {{v,w}: v und w unterscheiden sich in genau einem Bit}

m=d-2971

. s

Weiteres Beispiel: Cube-Connected Cycles
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(SN CIEEEM  Wiederholung bekannter Algorithmen

Graphtraversierung

Problem:

Wie kann man die Knoten eines Graphen systematisch durchlaufen?

@ Breitensuche (breadth-first search, bfs)

» schichtenweise Traversierung in aufsteigendem Abstand vom
Ursprungsknoten

e Tiefensuche (depth-first search, dfs)

» Topologische Sortierung (bei DAGs)
» Zweifachzusammenhangskomponenten
» Starke Zusammenhangskomponenten
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Grundlagen

Breitensuche
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(SN CIEEEM  Wiederholung bekannter Algorithmen

Breitensuche

e Anwendung: Single Source Shortest Path (SSSP) Problem in
ungewichteten Graphen

e d(v): Distanz von Knoten v zu s (d(s) = 0)

@\/K
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(SN CIEEEM  Wiederholung bekannter Algorithmen

Breitensuche

e parent(v): Knoten, von dem v entdeckt wurde

@ parent wird beim ersten Besuch von v gesetzt (= eindeutig)

e 9 @
j o
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(SN CIEEEM  Wiederholung bekannter Algorithmen

Breitensuche

Kantentypen:
@ Baumkanten: zum Kind

@ Rickwartskanten: zu einem Vorfahren

° . sonstige
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(SN CIEEEM  Wiederholung bekannter Algorithmen

Breitensuche

void BFS(Node s) {
d[s] =0;
parent[s] = s;
List<Node> q = (s);
while (Iq.empty()) {
u =q.popFront();
foreach ((u,v) € E) {
if (parent[v] == null) {
q.pushBack(v);
d[v] = d[u]+1;
parent[v] = u;
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Grundlagen

Tiefensuche
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(SN CIEEEM  Wiederholung bekannter Algorithmen

Tiefensuche
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Wiederholung bekannter Algorithmen
Tiefensuche

Ubergeordnete Methode (falls nicht alle Knoten erreicht werden)

unmark all nodes;
init();
foreach (s € V)
if (s is not marked) {
mark s;
root(s);
DFS(s,s);
}
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(SN CIEEEM  Wiederholung bekannter Algorithmen

Tiefensuche

void DFS(Node u, Node v) {
foreach ((v,w) € E)

if (w is marked)
traverseNonTreeEdge(v,w);

else {
traverse TreeEdge(v,w);
mark w;
DFS(v,w);

}

backtrack(u,v);

}
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Wiederholung bekannter Algorithmen
Tiefensuche

Variablen:
e int[] dfsNum; // Explorationsreihenfolge
e int[] finishNum; // Fertigstellungsreihenfolge
e int dfsCount, finishCount; // Zahler

Methoden:
e void init() { dfsCount = 0; finishCount =0; }
e void root(Node s) { dfsCount++; dfsNum[s] = dfsCount; }

e void traverseTreeEdge(Node v, Node w)
{ dfsCount++; dfsNum[w] = dfsCount; }

e void traverseNonTreeEdge(Node v, Node w) { }

@ void backtrack(Node u, Node v)
{ finishCount++; finishNum|v] = finishCount; }
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(SN CIEEEM  Wiederholung bekannter Algorithmen

Tiefensuche

(1,11)
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(SN CIEEEM  Wiederholung bekannter Algorithmen

DFS-Nummerierung

Kantentypen:
@ Baumkanten: zum Kind
o Vorwartskanten: zu einem Nachfahren
@ Riickwartskanten: zu einem Vorfahren
° sonstige

(11,8)

(1,11)

(3.5
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Wiederholung bekannter Algorithmen
DFS-Nummerierung

Beobachtung fiir Kante (v, w):

Kantentyp

dfsNum[v] < dfsNum(w]

finishNum[v] > finishNum{[w]

Baum & Vorwarts

Riickwarts

ja
nein

nein

ja
nein (umgekehrt)

ja

Bemerkung: DFS-Vorwirtskanten gibt es nur in gerichteten Graphen
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Wiederholung bekannter Algorithmen
DFS-Nummerierung

Anwendung:

@ Erkennung von azyklischen gerichteten Graphen
(engl. directed acyclic graph / DAG)

©

(6,1)

.

(7.2)

(1,11)

(3.5)

@ keine gerichteten Kreise
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Wiederholung bekannter Algorithmen
DFS-Nummerierung
Lemma
Folgende Aussagen sind dquivalent:
© Graph G ist ein DAG.
@ DFS in G enthilt keine Riickwartskante.
@ V(v,w) € E : finishNum|v] > finishNum[w]

Beweis.

@ (2)=-(3): wenn (2), dann gibt es nur Baum-, Vorwarts- und
Kreuzkanten

Fiir alle gilt (3)

e (3)=(2): fiir Riickwartskanten gilt sogar die umgekehrte Relation
finishNum{[v] <finishNum[w]

wenn (3), dann kann es also keine Riickwartskanten geben (2)

T,
H. Taubig (TUM)
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(EINE[E-E  Wiederholung bekannter Algorithmen

DFS-Nummerierung

Lemma
Folgende Aussagen sind dquivalent:

© Graph G ist ein DAG.

@ DFS in G enthilt keine Riickwartskante.

Q@ V(v,w) € E : finishNum[v] > finishNum[w]

Beweis.

@ —(2)=—(1): wenn Riickwartskante (v, w) existiert, gibt es einen
gerichteten Kreis ab Knoten w (und G ist kein DAG)

@ —(1)=—(2): wenn es einen gerichteten Kreis gibt, ist mindestens eine
von der DFS besuchte Kante dieses Kreises eine Riickwartskante
(Kante zu einem schon besuchten Knoten, dieser muss Vorfahr sein)

O]

V.
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(SN CIEEEM  Wiederholung bekannter Algorithmen

Zusammenhang in Graphen

Definition
Ein ungerichteter Graph heiBt zusammenhangend, wenn es von jedem
Knoten einen Pfad zu jedem anderen Knoten gibt.

Ein maximaler zusammenhangender induzierter Teilgraph wird als
Zusammenhangskomponente bezeichnet.

Die Zusammenhangskomponenten eines ungerichteten Graphen kdnnen
mit DFS oder BFS in O(n + m) bestimmt werden.
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(SN CIEEEM  Wiederholung bekannter Algorithmen

Knoten-Zweifachzusammenhang

Definition

Ein ungerichteter Graph G = (V, E) heiBt 2-fach zusammenhangend
(oder genauer gesagt 2-knotenzusammenhéngend), falls

e |V|>2und

o fiir jeden Knoten v € V der Graph G — {v} zusammenhingend ist.

v

H. Taubig (TUM)
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Wiederholung bekannter Algorithmen
Artikulationsknoten und Blocke

Definition

Ein Knoten v eines Graphen G heiBt Artikulationsknoten (engl.
cut-vertex), wenn sich die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von G
durch das Entfernen von v erhdht.

V.

Definition
Die Zweifachzusammenhangskomponenten eines Graphen sind die
maximalen Teilgraphen, die 2-fach zusammenhangend sind.

Ein Block ist ein maximaler zusammenhangender Teilgraph, der keinen
Artikulationsknoten enthalt.

D.h. die Menge der Blocke besteht aus den
Zweifachzusammenhangskomponenten, den Briicken (engl. cut edges),
sowie den isolierten Knoten.
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Wiederholung bekannter Algorithmen
Blocke und DFS

Modifizierte DFS nach R.E. Tarjan:
o dfsNum[v]: DFS-Nummer von v
@ low[v]: kleinste Nummer dfsNum[w] eines Knotens w,

der von v aus iiber beliebig viele (> 0) Baumkanten abwarts,
evt. gefolgt von einer einzigen Riickwartskante erreicht werden kann

@ low[v]: Minimum von
> dfsNum[v]
» low[w], wobei w ein Kind von v im DFS-Baum ist (Baumkante)
» dfsNum[w], wobei {v, w} eine Riickwartskante ist
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Wiederholung bekannter Algorithmen
Blocke und DFS

Lemma

Sei G = (V, E) ein ungerichteter, zusammenhingender Graph und T ein
DFS-Baum in G.

Ein Knoten a € V ist genau dann ein Artikulationsknoten, wenn

@ a die Wurzel von T ist und mindestens 2 Kinder hat,
oder

@ a nicht die Wurzel von T ist und
es ein Kind b von a mit Low[b]>dfsNum[a] gibt.

H. Taubig (TUM) Fortg. Netzwerk- u. Graph-Algorithmen WS'12/13 50 / 552



Wiederholung bekannter Algorithmen
Artikulationsknoten und Blocke per DFS

@ bei Aufruf der DFS fiir Knoten v wird dfsNum[v] bestimmt
und low[v] mit dfsNum[v] initialisiert

@ nach Besuch eines Nachbarknotens w:
Update von low[v] durch Vergleich mit

» low[w] nach Riickkehr vom rekursiven Aufruf, falls (v, w) eine
Baumkante war
» dfsNum[w], falls (v, w) eine Riickwartskante war
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Wiederholung bekannter Algorithmen
Artikulationsknoten und Blocke per DFS

Kanten werden auf einem anfangs leeren Stack gesammelt
Baumkanten kommen vor dem rekursiven Aufruf auf den Stack

Riickwartskanten werden direkt auf den Stack gelegt

nach Riickkehr von einem rekursiven Aufruf werden im Fall
low[w] >dfsNum[v] die obersten Kanten vom Stack bis
einschlieBlich Baumkante {v, w} entfernt (bilden nichsten Block)
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(SN CIEEEM  Wiederholung bekannter Algorithmen

Starke Zusammenhangskomponenten
Definition
Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph.

Knotenteilmenge U C V heiBt stark zusammenhangend genau dann, wenn
fiir alle u, v € U ein gerichteter Pfad von u nach v in G existiert.

Fiir Knotenteilmenge U C V heiBt der induzierte Teilgraph G[U] starke
Zusammenhangskomponente von G, wenn U stark zusammenhangend und
(inklusions-)maximal ist.
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(SN CIEEEM  Wiederholung bekannter Algorithmen

Starke Zusammenhangskomponenten

Beobachtungen:

@ Knoten x,y € V sind stark zusammenhangend, falls beide Knoten auf
einem gemeinsamen gerichteten Kreis liegen (oder x = y).

@ Die starken Zusammenhangskomponenten bilden eine Partition der
Knotenmenge.

(im Gegensatz zu 2-Zhk. bei ungerichteten Graphen, wo nur die
Kantenmenge partitioniert wird, sich aber zwei verschiedene 2-Zhk. in
einem Knoten iiberlappen kdnnen)
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Wiederholung bekannter Algorithmen
Starke Zusammenhangskomponenten

Beobachtung:
Schrumpft man alle starken Zusammenhangskomponenten zu einzelnen
(Super-)Knoten, ergibt sich ein DAG.
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Wiederholung bekannter Algorithmen
Starke Zhk. und DFS / Variante 1

Modifizierte DFS nach R. E. Tarjan

o dfsNum[v]: DFS-Nummer von v

@ In einer starken Zhk. heiBt der Knoten mit kleinster DFS-Nummer
Wourzel der starken Zhk.

@ low[v]: minimales df sNum[w] eines Knotens w, der von v aus
iber beliebig viele (> 0) Baumkanten abwirts,
evt. gefolgt von einer einzigen Riickwartskante oder
einer Querkante zu einer Zhk., deren Wurzel echter Vorfahre von v
ist, erreicht werden kann
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Wiederholung bekannter Algorithmen
Starke Zhk. und DFS / Variante 1

Modifizierte DFS nach R. E. Tarjan

@ low[v]: Minimum von

dfsNum[v]

low[w], wobei w ein Kind von v im DFS-Baum ist (Baumkante)
dfsNum[w], wobei {v, w} eine Riickwirtskante ist

dfsNum[w], wobei {v,w} eine ist und die Wurzel der
starken Zusammenhangskomponente von w ist Vorfahre von v

\4

vV vyy
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Wiederholung bekannter Algorithmen
Starke Zhk. und DFS / Variante 1

Modifizierte DFS nach R. E. Tarjan

@ Knoten v ist genau dann Wurzel einer starken
Zusammenhangskomponente, wenn dfsNum[v]=1ow[v]
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Wiederholung bekannter Algorithmen
Starke Zhk. und DFS / Variante 2

Idee:
@ beginne mit Graph ohne Kanten, jeder Knoten ist eigene SCC
@ fiige nach und nach einzelne Kanten ein

= aktueller (current) Graph G. = (V, E.)

e Update der starken Zusammenhangskomponenten (SCCs)
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Wiederholung bekannter Algorithmen
Starke Zhk. und DFS / Variante 2

Idee:

@ betrachte geschrumpften (shrunken) Graph GZ:
Knoten entsprechen SCCs von G, Kante (C, D) genau dann, wenn es
Knoten u € C und v € D mit (u,v) € E. gibt

@ geschrumpfter Graph G? ist ein DAG
@ Ziel: Aktualisierung des geschrumpften Graphen beim Einfiigen
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Wiederholung bekannter Algorithmen
Starke Zhk. und DFS / Variante 2

Geschrumpfter Graph
(Beispiel aus Mehlhorn / Sanders)

G ®

/{)%

@ @ ®
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Wiederholung bekannter Algorithmen
Starke Zhk. und DFS / Variante 2

Update des geschrumpften Graphen nach Einfligen einer Kante:

3 Moglichkeiten:
@ beide Endpunkte gehdren zu derselben SCC
= geschrumpfter Graph unverandert

@ Kante verbindet Knoten aus zwei verschiedenen SCCs, aber schlieBt
keinen Kreis

= SCCs im geschrumpften Graph unverdndert, aber eine Kante wird im
geschrumpften Graph eingefiigt (falls nicht schon vorhanden)

@ Kante verbindet Knoten aus zwei verschiedenen SCCs und schlieBt
einen oder mehrere Kreise

= alle SCCs, die auf einem der Kreise liegen, werden zu einer einzigen
SCC verschmolzen
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(SN CIEEEM  Wiederholung bekannter Algorithmen

Starke Zhk. und DFS / Variante 2
Prinzip:
o Tiefensuche

V. schon markierte (entdeckte) Knoten
E. schon gefundene Kanten

@ 3 Arten von SCC: unentdeckt, offen, geschlossen

e unentdeckte Knoten haben Ein- / Ausgangsgrad Null in G,

= zundchst bildet jeder Knoten eine eigene unentdeckte SCC,
andere SCCs enthalten nur markierte Knoten

@ SCCs mit mindestens einem aktiven Knoten (ohne finishNum) heiBen
offen

@ SCC heiBt geschlossen, falls sie nur fertige Knoten (mit finishNum)
enthalt

e Knoten in offenen / geschlossenen SCCs heiBen offen / geschlossen
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Wiederholung bekannter Algorithmen
Starke Zhk. und DFS / Variante 2

@ Knoten in geschlossenen SCCs sind immer fertig (mit finishNum)

e Knoten in offenen SCCs kdnnen fertig oder noch aktiv (ohne
finishNum) sein

@ Reprasentant einer SCC:  Knoten mit kleinster dfsNum
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(SN CIEEEM  Wiederholung bekannter Algorithmen

Starke Zhk. und DFS / Variante 2
DFS-Snapshot:

o erste DFS startete bei Knoten a, zweite bei b

@ aktueller Knoten ist g, auf dem Rekursionsstack liegen b, c,f, g
e (g,d) und (g, ) wurden noch nicht exploriert

e (d,c) und (h,f) sind Riickwartskanten

@ (c,a) und (e, a) sind Querkanten

e (b,c), (c,d), (d,e), (c,f), (f,g) und (g, h) sind Baumkanten
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(SN CIEEEM  Wiederholung bekannter Algorithmen

Starke Zhk. und DFS / Variante 2
DFS-Snapshot mit geschrumpftem Graph:

® ©

e unentdeckt: {i} offen: {b}, {c,d}, {f,g,h} geschlossen: {a}, {e}

o offene SCCs bilden Pfad im geschrumpften Graph
@ aktueller Knoten gehdrt zur letzten SCC

o offene Knoten wurden in Reihenfolge b, c, d, f, g, h erreicht und
werden von den Repradsentanten b, ¢ und f genau in die offenen SCCs
partitioniert
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Wiederholung bekannter Algorithmen
Starke Zhk. und DFS / Variante 2

® ©

Beobachtungen (Invarianten fiir G.):

@ Pfade aus geschlossenen Knoten / SCCs fithren immer zu
geschlossenen Knoten / SCCs

@ Pfad zum aktuellen Knoten enthilt die Reprdsentanten aller offenen
SCGCs

offene Komponenten bilden Pfad im geschrumpften Graph

© Kbnoten der offenen SCCs in Reihenfolge der DFS-Nummern werden
durch Reprasentanten in die offenen SCCs partitioniert
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Wiederholung bekannter Algorithmen
Starke Zhk. und DFS / Variante 2

Geschlossene SCCs von G, sind auch SCCs in G:

@ Sei v geschlossener Knoten und S / S, seine SCCin G / G..
@ zu zeigen: S =5,

@ G, ist Subgraph von G, also S. C S

@ somit zu zeigen: S C S,

@ Sei w ein Knoten in S.

= 3 Kreis C durch v und w.

@ Invariante 1: alle Knoten von C sind geschlossen und somit erledigt
(alle ausgehenden Kanten exploriert)

@ Cist in G. enthalten, also w € S,
o damit gilt S C S, also S = 5,
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Wiederholung bekannter Algorithmen
Starke Zhk. und DFS / Variante 2

Vorgehen:

Invarianten 2 und 3 helfen bei Verwaltung der offenen SCCs

Knoten in offenen SCCs auf Stack oNodes
(in Reihenfolge steigender dfsNum)

Reprasentanten der offenen SCCs auf Stack oReps
zu Beginn Invarianten giiltig (alles leer)

vor Markierung einer neuen Wurzel sind alle markierten Knoten
erledigt, also keine offenen SCCs, beide Stacks leer

dann: neue offene SCC fiir neue Wurzel s,

s kommt auf beide Stacks
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Wiederholung bekannter Algorithmen
Starke Zhk. und DFS / Variante 2

Prinzip: betrachte Kante e = (v, w)

e Kante zu unbekanntem Knoten w (Baumkante):
neue eigene offene SCC fiir w (w kommt auf oNodes und oReps)

e Kante zu Knoten w in geschlossener SCC (Nicht-Baumkante):
von w gibt es keinen Weg zu v, sonst wire die SCC von w noch nicht
geschlossen (geschlossene SCCs sind bereits komplett), also SCCs
unverandert

e Kante zu Knoten w in offener SCC (Nicht-Baumkante):
falls v und w in unterschiedlichen SCCs liegen, miissen diese mit allen
SCCs dazwischen zu einer einzigen SCC verschmolzen werden (durch
Loschen der Représentanten)
Wenn Knoten keine ausgehenden Kanten mehr hat:
@ Knoten fertig
@ wenn Knoten Reprdsentant seiner SCC ist, dann SCC schlieBen
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(SN CIEEEM  Wiederholung bekannter Algorithmen

Starke Zhk. und DFS / Variante 2
Vereinigung offener SCCs im Kreisfall:

o offene SCC entsprechen Ovalen, Knoten sortiert nach dfsNum

@ alle Reprisentanten offener SCCs liegen auf Baumpfad zum aktuellen
Knoten v in SCC S,

o Nicht-Baumkante (v, w) endet an Knoten w in offener SCC S; mit
Reprasentant r;

e Pfad von w nach r; muss existieren (innerhalb SCC S;)
= Kante (v, w) vereinigt S;, ..., Sk
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Wiederholung bekannter Algorithmen
Starke Zhk. und DFS / Variante 2

o init() {

component = new int[n];

oReps = ();
oNodes = ();
dfsCount = 0;

}

o root(Node w) / traverseTreeEdge(Node v, Node w) {
oReps.push(w); // Repriasentant einer neuen ZHK
oNodes.push(w); // neuer offener Knoten
dfsCount++;
dfsNum|w] = dfsCount;

}
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Wiederholung bekannter Algorithmen
Starke Zhk. und DFS / Variante 2

o traverseNonTreeEdge(Node v, Node w) {
if (w € oNodes) // verschmelze SCCs
while (dfsNum[w] < dfsNum[oReps.top()])
oReps.pop();

}

@ backtrack(Node u, Node v) {
if (v == oReps.top()) { // v Reprasentant?
oReps.pop(); // ja: entferne v
do { // und offene Knoten bis v
w = oNodes.pop();
component[w] = v;
} while (w!=v);
}
}
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Wiederholung bekannter Algorithmen
Starke Zhk. und DFS / Variante 2

Zeit: O(n+ m)
Begriindung:
e init, root:  O(1)
o traverseTreeEdge: (n—1) x O(1)

@ backtrack, traverseNonTreeEdge:

da jeder Knoten hochstens einmal in oReps und oNodes landet,
insgesamt O(n + m)

e DFS-Geriist: O(n+ m)

e gesamt: O(n+ m)
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Ubersicht

© Zentralititsindizes
@ Beispiele
@ Grad- und Distanz-basierte Zentralitdten
o Kiirzeste Pfade und Zentralitat
@ Abgeleitete Kantenzentralitaten
o Vitalitat
o Elektrischer Fluss
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Zentralitatsindizes Beispiele

Zentralitatsindizes

e Manche Elemente in Netzwerken (Knoten / Kanten in Graphen) sind
wichtiger, zentraler oder einflussreicher als andere.

@ ZentralitdtsmaBe bzw. -indizes (kurz Zentralitidten) quantifizieren
diese Eigenschaften durch skalare Werte.

o Es gibt jedoch kein universelles ZentralitdtsmaB, das jeder Anwendung
gerecht wird.

= 'richtiges’ MaB hdngt vom Kontext der Anwendung ab
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Zentralitatsindizes Beispiele

Beispiel:  Wahl eines Klassensprechers

Variante 1:
@ Knoten entsprechen Personen

@ Kante von Knoten A nach B, wenn Person A fiir Person B stimmt

@ Person ist zentraler, je hoher die Anzahl der erhaltenen Stimmen ist

= in-degree centrality
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Zentralitatsindizes Beispiele

Beispiel:  Wahl eines Klassensprechers

Variante 2:
@ Knoten entsprechen Personen

@ Kante von Knoten A nach B, wenn Person A Person B iiberzeugt
hat, fur seinen/ihren Favoriten zustimmen

@ Einfluss-Netzwerk

@ Person ist zentraler, je mehr diese Person gebraucht wird, um die
Meinung anderer zu transportieren

= betweenness centrality
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Zentralitatsindizes Beispiele

Beispiel:  Wahl eines Klassensprechers

Variante 3:
@ Knoten entsprechen Personen

@ Kante von Knoten A nach B, wenn Person A mit Person B
befreundet ist

@ Person ist zentraler, je mehr Freunde diese Person hat und
je zentraler diese Freunde sind

= feedback centrality
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Zentralitatsindizes Beispiele

Kantenzentralitat

Ebenso kann man auch die Wichtigkeit / Zentralitdt von Beziehungen in
Netzwerken (Kanten in Graphen) betrachten.

Beispiel: Internet

@ Backbone: Verbindungen zwischen den Kontinenten gibt es wenige
und sie miissen eine groBe Kapazitdt haben

Arten von Kantenzentralitit / Beispiele:

@ Beteiligung einer Kante an kiirzesten Wegen usw.
= betweenness edge centrality

o Veranderung von Netzwerk-Parametern durch Léschen der Kante
= edge vitality (Bsp. flow betweenness vitality)
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Zentralitatsindizes Beispiele

Definition: Zentralitatsindex

Abgesehen von der Intuition
o Wichtigkeit,
@ Prestige,
@ Einfluss,
o Kontrolle,
@ Unentbehrlichkeit

gibt es keine allgemeingiiltige (formale) Definition von Zentralitat.

Mindestanforderung:
Das MaB darf nur von der Struktur des Graphen abhingen.

Werte sollen zumindest eine Ordnung der Elemente liefern, auch wenn die
numerischen Werte, Abstdnde oder Verhiltnisse evt. nicht viel aussagen.
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B
Graph-Isomorphie

Definition (Isomorphie)
Zwei Graphen G; = (V4, E1) und Gy = (Va, E2) sind isomorph (G ~ Gp),
falls es eine Bijektion ¢ : Vi — V, gibt, so dass

(bv)eBr & (9(u),¢(v)) € B2

Definition (Struktureller Index)

Sei G = (V/, E) ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph und
sei X die Knotenmenge (V) oder die Kantenmenge (E).

Eine reellwertige Funktion s heiBt genau dann struktureller Index, wenn die
folgende Bedingung erfiillt ist:

Vx e X : G~H = s6(x)=su(¢(x))
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VAT ANEISHEIFASS  Grad- und Distanz-basierte Zentralitaten

Grad-Zentralitat

Grad-Zentralitdt (degree centrality):
cp(v) = deg(v)

o lokales MaB,
nur von der direkten Nachbarschaft des Knotens abhangig

@ mogliche Verallgemeinerung:
Anzahl der indirekten Nachbarn mit Abstand < k
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VAT ANEISHEIFASS  Grad- und Distanz-basierte Zentralitaten

Exzentrizitat

Anwendung: Positionierung eines Hospitals oder einer Feuerwehrstation

Ziel:  Minimierung der maximal notwendigen Anfahrtzeit
(minimax location problem)

Exzentrizitat eines Knotens v € V:

e(v) = max{d(v,w)}

weV

Zentralitatsmal:
1 1

(V) =0y = max{d(v, w)}

Optimale Standorte:
alle Knoten v mit minimalem Wert e(v)
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VAT ANEISHEIFASS  Grad- und Distanz-basierte Zentralitaten

Exzentrizitat / Beispiel

(Quelle: Brandes/Erlebach (Eds.): Network Analysis)

Die markierten Knoten haben die kleinste Exzentrizitat

(bzw. die groBte Zentralitat) und bilden das Zentrum des Graphen.
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VAT ANEISHEIFASS  Grad- und Distanz-basierte Zentralitaten

Nihe / Closeness
Anwendung: Positionierung eines Einkaufszentrums

(minisum location / median / service facility location problem)
Ziel:
Minimierung der Summe der Entfernungen zu den anderen Knoten
(und damit auch der durchschnittlichen Entfernung):

Z d(u,v)
veV

(im Kontext von Kommunikationsnetzen auch transmission number)

Zentralitatsmal:

()=~
cc(v) = =———
ST X dvw)
wevV
Optimale Standorte:
alle Knoten v mit minimaler Distanzsumme Median M(G)
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VAT ANEISHEIFASS  Grad- und Distanz-basierte Zentralitaten

Closeness / Beispiel

(Quelle: Brandes/Erlebach (Eds.): Network Analysis)

Graue Knoten sind optimal beziiglich Closeness (Median),
aber v und w sind zentraler beziiglich Exzentrizitat (Zentrum)
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VAT ANEISHEIFASS  Grad- und Distanz-basierte Zentralitaten

Radiality

dhnlich zu Closeness

Y dmax(G) +1—d(v,w)
CR(V) _ weV

n—1

dmax(G): Durchmesser des Graphen
(groBte Distanz zweier Knoten, nicht Lange des langsten Pfads!)
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VAT ANEISHEIFASS  Grad- und Distanz-basierte Zentralitaten

Zentroid-Wert

Konkurrenzsituation:

@ Knoten reprasentieren Kunden, die beim nachstgelegenen Geschift
einkaufen

@ Annahme: zwei Anbieter, der zweite Anbieter beriicksichtigt bei der
Standortwahl den Standort des ersten Anbieters

Fragen:

@ Welchen Standort muss der erste Anbieter wahlen, damit er durch
den zweiten Anbieter moglichst wenig Kunden verliert?

@ Ist es vorteilhaft als Erster auswahlen zu konnen?
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VAT ANEISHEIFASS  Grad- und Distanz-basierte Zentralitaten

Zentroid-Wert

~vu(v): die Anzahl der Knoten, deren Distanz zu u kleiner ist als zu v:

Yu(v) ={w e V :d(w,u) < d(w,v)}|

Waihle Knoten u, Gegenspieler wahlt Knoten v
Resultierende Anzahl Kunden:

n—7u(v) = wlu) _ n+yu(v) = w(v)

= yu(v)+ 5 =

= Gegenspieler minimiert f(u, v) = vy,(v) — v (v)

Zentralitdtsmal:

c(v) = min_ (F(u.v))

Optimale Standorte:
alle Knoten v mit maximalem Zentroidwert
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VAT ANEISHEIFASS  Grad- und Distanz-basierte Zentralitaten

Zentroid-Wert / Beispiel 1

(Quelle: Brandes/Erlebach (Eds.): Network Analysis)

Der graue Knoten hat maximalen Zentroid-Wert,
aber v ist der Knoten mit maximaler Closeness.
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VAT ANEISHEIFASS  Grad- und Distanz-basierte Zentralitaten

Zentroid-Wert / Beispiel 1
Beispiel-Losungen:
optimale Auswahl des 1. Knotens (dunkelgrau)

Q¥

dunkelgrau: eigene Wahl (zuerst)

hellgrau: Wahl des Konkurrenten

rot: ndher zu dunkelgrau

blau: ndher zu hellgrau

violett: gleiche Distanz zu dunkelgrau / hellgrau
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VAT ANEISHEIFASS  Grad- und Distanz-basierte Zentralitaten

Zentroid-Wert / Beispiel 1

Beispiel-Losungen:
nicht-optimale Auswahl des 1. Knotens (dunkelgrau)
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VAT ANEISHEIFASS  Grad- und Distanz-basierte Zentralitaten

Zentroid-Wert / Beispiel 2

(Quelle: Brandes/Erlebach (Eds.): Network Analysis)

Die grauen Knoten haben maximalen Zentroid-Wert,
aber selbst sie haben einen negativen Wert.
= Es ist hier vorteilhaft, erst als Zweiter zu wahlen.
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VAT ANEISHEIFASS  Grad- und Distanz-basierte Zentralitaten

Bemerkungen

@ Exzentrizitat, Closeness und Zentroid-Wert sind strukturelle Indizes.

@ Die Knoten maximaler Zentralitat unterscheiden sich bei den
verschiedenen MaBen.

o Im Gegensatz zu Exzentrizitdt und Closeness kann der Zentroid-Wert
negativ sein.
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VAT ANEISHEIFASS  Grad- und Distanz-basierte Zentralitaten

Baum-Zentrum
Satz (Jordan, 1869)

In jedem Baum T besteht das Zentrum C(T) aus genau einem oder aus
zwei benachbarten Knoten.

Beweis.
@ Baum aus hochstens 2 Knoten = C(T) =V

o Fiir jeden Knoten v von T kdnnen nur Blatter exzentrisch sein
(maximale Entfernung haben), keine inneren Knoten.

@ Betrachte Baum T, der durch Entfernen aller Blatter aus T entsteht
= Exzentrizitit jedes Knotens in T’ ist um genau Eins kleiner als in T
@ beide Biume haben gleiches Zentrum (falls T’ nicht leer ist)

o Wiederholung fiihrt zwangslaufig zu einem Baum, der aus genau
einem oder zwei adjazenten Knoten besteht (dem Zentrum)

Ol

v
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VAT ANEISHEIFASS  Grad- und Distanz-basierte Zentralitaten

Berechnung des Baum-Zentrums

Vorangegangener Beweis impliziert einen einfachen Algorithmus zur
Berechnung des Zentrums eines Baums, der nicht einmal die Berechnung
der Exzentrizitdt der einzelnen Knoten erfordert.
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VAT ANEISHEIFASS  Grad- und Distanz-basierte Zentralitaten

Eigenschaft des Graph-Zentrums

Satz

In jedem zusammenhdngenden ungerichteten Graph G befinden sich alle
Knoten des Graph-Zentrums C(G) im selben Block.
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VAT ANEISHEIFASS  Grad- und Distanz-basierte Zentralitaten

Eigenschaft des Graph-Zentrums

Beweis.
@ Annahme: kein Block in G enthilt alle Knoten des Zentrums C(G)

= G enthalt einen Artikulationsknoten u, so dass G — u in nicht
verbundene Teilgraphen G; und Gy zerfillt, die jeweils mindestens
einen Knoten (# u) aus C(G) enthalten.

@ Sei v ein exzentrischer Knoten von u und P ein entsprechender
kiirzester Pfad (der Lange e(u)) zwischen v und v.
0.B.d.A.sei v e G

3 Knoten w € C(G) in Gy (w # u). w liegt nicht auf P.
e(w) > d(w,u) +d(u,v) > 1+ e(u)
wegen e(w) > e(u) gehort w nicht zu C(G) (Widerspruch)

¢y
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VAT ANEISHEIFASS  Grad- und Distanz-basierte Zentralitaten

Graph-Median

s( —‘r)nel\r}{Zde}

wevVv
Median:
M(G) = {v eVv: Z d(v,w) = s(G)}
wev
Satz

In jedem zusammenhidngenden ungerichteten Graph G befinden sich alle
Knoten des Graph-Medians M(G) im selben Block.

Beweis: Ubungsaufgabe
Folgerung

Der Median eines Baums besteht entweder aus einem einzelnen Knoten
oder aus zwei adjazenten Knoten.
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VAT ANEISHEIFASS  Grad- und Distanz-basierte Zentralitaten

Graph-Zentroid

f(G) = max{cp(v)}

vev
Zentroid:
Z(G)={veV: ce(v)=1(G)}

Satz (Slater, 1975)
Fiir jeden Baum sind Median und Zentroid identisch.

Satz (Smart & Slater, 1999)

In jedem zusammenhidngenden ungerichteten Graphen liegen Median und
Zentroid im gleichen Block.
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VAT ANEISHEIFASS  Grad- und Distanz-basierte Zentralitaten

Beispiel

u

QO\> (2 &

C(G) = {v1, v}, M(G) = {u}, 2(G) = {w1, wa}
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VAT ANEISHEIFASS  Grad- und Distanz-basierte Zentralitaten

Unterschiedlichkeit der MaBe

Satz

Fiir drei beliebige zusammenhidngende ungerichtete Graphen Hy, H>
und Hs und eine beliebige natiirliche Zahl k > 4 existiert ein ungerichteter
zusammenhdingender Graph G, so dass

G[C(G)] =~ Hu,
G[M(G)] ~ H2,
G[Z(G)] ~ Hs, und

die Distanz zwischen je zwei der zentralen Mengen ist mindestens k.
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VAT ANE SIS  Kiirzeste Pfade und Zentralitat

Stress-Zentralitat

@ Anzahl kiirzester Pfade zwischen Knoten s und t,
die v € V bzw. e € E enthalten: o4 (v) bzw. o (e)

@ Stress-Zentralitat:

cs(v) = Z Z ost(v)

s#EVEV t#veV

cs(e) =Y > oale)

seVteV

@ Intuition: Kommunikationsfluss durch Knoten bzw. Kanten auf (allen)
kiirzesten Wegen zwischen allen Knotenpaaren
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VAT ANE SIS  Kiirzeste Pfade und Zentralitat

Knoten- und Kanten-Stresszentralitat

Lemma

In einem gerichteten Graphen G = (V, E) sind die Stresszentralitdten von
Knoten und Kanten wie folgt miteinander verknlipft:

CS(V):§ Z CS(e Z Osy — Z Ovt

ecl(v) seV,s#v teV, t#v

M(v): Menge der Kanten mit Endknoten v

Oxy: Anzahl kiirzester Wege von x nach y
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Zentralitatsindizes Kiirzeste Pfade und Zentralitat

Knoten- und Kanten-Stresszentralitat

Beweis.
@ Betrachte einen kiirzesten Pfad zwischen s, t € V.

= trdgt genau 1 zum Stress jedes inneren Knotens und jeder Kante bei

@ Innere Knoten sind jeweils zu zwei Kanten des Pfads benachbart.

@ Anfangs- und Endknoten sind immer zu einer Kante des Pfads
benachbart. (Wahrend dieser kiirzeste Pfad dann fiir die Kante z&hlt,
soll er beim Anfangs-/Endknoten nicht mitgezéhlt werden.)

o Wie oft ist v Anfangs- bzw. Endknoten eines kiirzesten Pfades?
D owt D, ow
seV,s#v teV, t#v

Ol

v
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VAT ANE SIS  Kiirzeste Pfade und Zentralitat

Shortest-Path Betweenness

@ eine Art relative Stress-Zentralitat

@ Anzahl kiirzester Pfade zwischen s, t € V: o4

@ Anzahl kiirzester Pfade zwischen s, t, die v enthalten: o4 (v)
@ Anteil der kiirzesten Pfade zwischen s und t, die v enthalten:

() = 220

Ost

= interpretiert als Anteil oder Wahrscheinlichkeit der Kommunikation

@ Betweenness-Zentralitat:

(V)= D > da(v)

s#veV t#veV
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VAT ANE SIS  Kiirzeste Pfade und Zentralitat

Vorteile von Betweenness

@ Vorteil gegeniiber Closeness:
funktioniert auch bei nicht zusammenhangenden Graphen
o Vorteil gegeniiber Stress (siehe Abb.): Knoten der mittleren Schicht
haben in beiden Graphen gleiche Stresszentralitat
links: mehrere Alternativen
rechts: mittlerer Knoten fiir gesamte Kommunikation notwendig

@ Normierung: Teilen durch Anzahl Paare
(n—1)(n—2) bzw. (n—1)(n—2)/2
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VAT ANE SIS  Kiirzeste Pfade und Zentralitat

Betweenness fiir Kanten

o Anteil der Kante e am Informationsfluss (auf allen kiirzesten Pfaden)
zwischen den Knoten s und t

@ Betweenness-Zentralitat der Kante e:

ca(e) =) dale)

seVteV
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VAT ANE SIS  Kiirzeste Pfade und Zentralitat

Knoten- und Kanten-Betweenness-Zentralitat

Lemma

In einem gerichteten Graphen G = (V, E) ist die
(Kiirzeste-Pfade-)Betweenness-Zentralitat fiir Knoten und Kanten wie
folgt miteinander verkniipft:

(V)= > a(e)| —(n-1)=( > csle)] —(n-1)

ecl+(v) ecl—(v)

[*(v): Menge der Kanten mit Startknoten v
~(v): Menge der Kanten mit Zielknoten v
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Zentralitatsindizes Kiirzeste Pfade und Zentralitat

Knoten- und Kanten-Betweenness-Zentralitat

Beweis.
@ Betrachte einen kiirzesten Pfad zwischen s, t € V.

= tragt genau 1/0s zur Betweenness jedes inneren Knotens und jeder
Kante bei

@ Innere Knoten sind jeweils zu einer eingehenden und einer
ausgehenden Kante des Pfads benachbart.

o Anfangs- und Endknoten sind immer zu genau einer Kante des Pfads
benachbart. (Wahrend dieser kiirzeste Pfad dann 1/0 zur
Betweenness der Kante beitragt, soll er beim Anfangs-/Endknoten
nicht mitgezahlt werden.)

@ Insgesamt summieren sich die Anteile eines Knotens als Anfangs- oder
Endknoten zu (n — 1), die also von der Summe der angrenzenden
Kanten abzuziehen sind.

DJ
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Abgeleitete Kantenzentralitaten

Wie kann man aus Knotenzentralitaten automatisch Definitionen von
Kantenzentralitat ableiten?

Kantengraph Inzidenzgraph
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Abgeleitete Kantenzentralititen
Kantenzentralitat als Knotenzentralitat im Kantengraph
Definition

Kantengraph von Graph G = (V,E) ist G’ = (E, K), wobei K die Menge
der Kanten e = ((x,y), (y,2z)) mit (x,y) € E und (y,z) € E ist.

Knoten im Kantengraph sind also benachbart, wenn die zugehdrigen
Kanten im Originalgraph einen Knoten gemeinsam haben (im gerichteten
Fall als Zielknoten der einen und Startknoten der anderen Kante).

= Wende Knotenzentralitdt auf den Kantengraph an

Nachteile:

o GroBe des Kantengraphen kann quadratisch in der GroBe des
urspriinglichen Graphen sein,

e Kantengewichte in G werden zu Knotengewichten in G’
(Nutzung unklar)

@ keine natiirliche Interpretation / Generalisierung
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Kantenzentralitat als Knotenzentralitat im Inzidenzgraph

Definition

Inzidenzgraph von Graph G = (V,E) ist G” = (V" E"), wobei

V'=VUE und E" = {(v,e)|3Iw:e=(v,w)€EE}U .
{(e;w) [ Iv:e=(v,w) € E})

Im Inzidenzgraphen sind also ein 'echter Knoten’ und ein 'Kantenknoten’
benachbart, wenn der entsprechende Knoten und die entsprechende Kante
im urspriinglichen Graphen inzident sind.

= Wende Knotenzentralitat auf den Inzidenzgraph an, wobei nur die
Pfade zwischen 'echten Knoten' als relevant betrachtet werden
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Zentralitatsindizes IAVAE[1%1

Vitalitat

VitalititsmaBe bewerten die Wichtigkeit eines Knotens oder einer Kante

anhand eines Qualitatsverlusts durch das Loschen des Knotens bzw. der
Kante.

Definition (Vitalitatsindex)

Sei G die Menge aller einfachen ungerichteten ungewichteten Graphen
G=(V,E)und f : G — R eine reellwertige Funktion auf G € G.

Dann ist ein Vitalitdtsindex V(G, x) definiert als die Differenz der Werte
von f auf G und G\ {x}:

V(G,x) = f(G) — (G \ {x})

(Wir werden sehen, dass diese Definition eigentlich zu restriktiv ist.)
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Zentralitatsindizes IAVAE[1%1

Flow Betweenness Vitality

@ ahnlich zu Shortest Path Betweenness

@ Motivation: Information in einem Kommunikationsnetzwerk muss sich
nicht unbedingt auf kiirzesten Pfaden bewegen.

o MaB: Abhangigkeit des maximalen Flusses zwischen zwei Knoten von
der Existenz des betrachteten Knotens
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Zentralitatsindizes IAVAE[1%1

Flow Betweenness Vitality

o fi: Maximum-Fluss zwischen Knoten s und t unter Beriicksichtigung
der Kantenkapazitdten

o fs(v): Fluss zwischen Knoten s und t, der bei Maximum-Fluss von s
nach t durch v gehen muss

o fi+(v): Maximum-Fluss von s nach t in G — v

)= Y oy sl

s,teVv s,teVv
v#s,v#L v#s,v#t
fst >0 fse >0
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Zentralitatsindizes IAVAE[1%1

Closeness Vitality

@ Wiener Index:

w(G)=>_> d(v,w)

veVvV weVv

@ oder in Abhingigkeit der Closeness-Zentralitaten:

W(6) =3 3

vev

o Closeness Vitality fiir Knoten/Kante x:
CC\/(X) = /W(G) — /W(G — X)

@ Interpretation: Um wieviel steigen die Gesamtkommunikationskosten,
wenn jeder Knoten mit jedem kommuniziert?

H. Taubig (TUM) Fortg. Netzwerk- u. Graph-Algorithmen WS'12/13 118 / 552



Zentralitatsindizes IAVAE[1%1

Closeness Vitality - Durchschnitt

@ Durchschnittliche Distanz:

o Das VitalititsmaB auf der Basis f(G) = d(G) misst die
durchschnittliche Verschlechterung der Entfernung zwischen zwei
Knoten beim Entfernen eines Knotens / einer Kante x.

@ Vorsicht! Beim Entfernen eines Artikulationsknotens (cut vertex) oder
einer Briicke (cut edge) x ist ccy(x) = —o0.
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Zentralitatsindizes IAVAE[1%1

Shortcut-Werte

e maximale Erhéhung eines Distanzwerts, wenn Kante e = (v, w)
entfernt wird

= nur relevant fiir Paare, bei denen alle kiirzesten Pfade iiber e laufen
@ maximale Erhéhung tritt direkt zwischen Knoten v und w auf

e Berechnung: mit m = |E| Single Source Shortest Path Instanzen
(und Vergleich mit der jeweiligen Kante)
@ spater: mit n = |V/| SSSP-Biaumen

@ alternativ: maximale relative Erhéhung

@ Anwendung auch auf Knotenloschungen moglich
Bemerkung: kein echter Vitalitdtsindex im Sinne der Definition
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Zentralitatsindizes IAVAE[1%1

Stress-Zentralitat als Vitalitatsindex

@ Stress-Zentralitat zahlt die Anzahl der kiirzesten Pfade, an denen ein
Knoten oder eine Kante beteiligt ist

@ Diese kiirzesten Pfade gehen verloren, wenn der Knoten bzw. die
Kante geloscht wird.

= kann als VitalitatsmaB betrachtet werden

@ Aber: Anzahl der kiirzesten Pfade kann sich durch Loschung erhohen
(wenn sich die Distanz zwischen zwei Knoten erhéht)

= Langere kiirzeste Pfade miissen ignoriert werden
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Zentralitatsindizes IAVAE[1%1

Stress-Zentralitat als Vitalitatsindex

e f(G\ {v}) muss ersetzt werden durch

>N oalda(s, t) = da iy (s, 1)]

seVteV

@ Ausdruck in Klammern ist 1 (wahr) oder 0 (falsch)
e f(G )\ {e}) analog:

S5 oulde(s. ) = don o (. 0)

seVteV

e Also: f(G)—,f(G\ x)" = cs(x)

(kein echter Vitalitatsindex im Sinne der Definition, weil der Index-Wert
nach der Léschung von der Distanz vor der Léschung abhingt)
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VAT NECHEIPES  Elektrischer Fluss

Elektrisches Netzwerk

einfacher ungerichteter zusammenhangender Graph G = (V, E)
Kanten entsprechen Widerstianden

Widerstand (resistance) r: E+— R

Leitwert (conductance) c¢: E— R

externe Stromeinspeisung b: V — R

> positive Werte: eingehender Strom
» negative Werte: ausgehender Strom

> b(v)=0

veVv

Bedingung
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Zentralitatsindizes Elektrischer Fluss

Elektrischer Fluss

Beliebige Kantenorientierung E zur Unterscheidung der Flussrichtungen

Definition (Kirchhoffsche Gesetze)

Funktion x : E — R heiBt (elektrischer) Strom falls

Vv e V: Z x(v,w) — Z x(w,v) = b(v) (Knotensatz)

(v,w)eE (w,v)eE

(negative Werte = Fluss entgegen der Kantenrichtung)

und fiir jeden Kreis C in G gilt:

Z x(€) =0 (Maschensatz)

éeC

(Subtraktion fiir Kanten entgegen der Kreisrichtung)
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VAT NECHEIPES  Elektrischer Fluss

Elektrisches Potential

Definition

Funktion p: V — R heiBt (elektrisches) Potential falls

Wow) e Es plv) - p(w) =

o Jedes elektrische Netzwerk N = (G, ¢) hat fiir eine festgelegte
Einspeisung b einen eindeutig bestimmten Strom,

@ ebenso Potential (bis auf einen additiven Term), also eigentlich
Potentialdifferenzen (Spannung)
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VAT NECHEIPES  Elektrischer Fluss

Laplacian Matrix

e L(N) fiir Netzwerk N = (V, E, ¢):

Yesvcle) ifv=w
L=< —c(e) if e={v,w}
0 sonst

o Fiir gegebenes Netzwerk N = (G, ¢) und Einspeisung b kann man ein
Potential durch Losen der Gleichung Lp = b finden.

o s-t-Einheitseinspeisung (unit s-t-supply) bs;:
bst(s) = 1v
bSt(t) = _]‘l
Vve V\{s,t}: bs(v)=0
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VAT NECHEIPES  Elektrischer Fluss

Current-Flow Betweenness Centrality

@ Anteil an allen s, t-Einheitsfliissen
@ Durchsatz eines Knotens v beziiglich einer s-t-Einheitsspeisung bs;:
1 S
Te(v) = 5 | ~lbat(v)| + > Ix(@)
esv
@ —|bst(v)|: Durchsatz fiir Anschlussknoten auf Null
° % weil ein- und ausgehender Strom aufsummiert wird
@ Current Flow Betweenness:
1
cce(V) = gy 2 (V)

s,teV
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Zentralitatsindizes Elektrischer Fluss

Current-Flow Closeness Centrality

bei kiirzesten Wegen war Closeness ein MaB fiir die durchschnittliche

Entfernung eines Knotens zu allen anderen Knoten

hier: Entfernung im Sinne von Potentialdifferenz

Current-Flow Closeness:
_ n—1
Zt;ﬁv put(v) — pue(t)

Brandes / Fleischer (2005):
Current-Flow Closeness = Informationszentralitat

CCC(V)

2
c(v)™t = nM,, + trace(M) — ;o

wobei M = (L + U)~%, L: Laplacian, U: Matrix mit Einsen
trace(M): Spur von M (Summe der Diagonalelemente)
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Ubersicht

© Wiederholung: Kiirzeste Wege

Allgemeines

Keine Gewichte: BFS

DAGs: Topologische Sortierung
Nicht-negative Gewichte: Dijkstra
Monotone Priority Queues

Beliebige Graphen / Gewichte: Bellman-Ford
All Pairs Shortest Paths
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Al gEnies
Kiirzeste Wege

Zentrale Frage: Wie kommt man am schnellsten von A nach B?

Falle:
@ Kantenkosten 1
DAG, beliebige Kantenkosten

°
@ beliebiger Graph, positive Kantenkosten
°

beliebiger Graph, beliebige Kantenkosten
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Aligaieiies
Kiirzeste-Wege-Problem

gegeben:
e gerichteter Graph G = (V, E)
o Kantenkosten c: E— R

2 Varianten:

@ SSSP (single source shortest paths):

kiirzeste Wege von einer Quelle zu allen anderen Knoten

e APSP (all pairs shorstest paths):

kiirzeste Wege zwischen allen Paaren
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Wiederholung: Kiirzeste Wege RVANIEENENES

Distanzen

(s, v): Distanz von s nach v

400 kein Weg von s nach v
w(s,v) =< —oo Weg beliebig kleiner Kosten von s nach v
min{c(p) : p ist Weg von s nach v}
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Wiederholung: Kiirzeste Wege RVANIEENENES

Distanzen

Wann sind die Kosten —o0?

wenn es einen Kreis mit negativer Gewichtssumme gibt
(hinreichende und notwendige Bedingung)
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WWIE ST TS SRSl Keine Gewichte: BFS

Kiirzeste Wege

Graph mit Kantenkosten 1:

= Breitensuche (BFS)
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D65 raaliiie STl
Kiirzeste Wege

Beliebige Kantengewichte in DAGs

Einfache Breitensuche funktioniert nicht.

00 e
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Wiederholung: Kiirzeste Wege

Kiirzeste Wege

Beliebige Kantengewichte in DAGs

Einfache Breitensuche funktioniert nicht.
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Wiederholung: Kiirzeste Wege

Kiirzeste Wege

Beliebige Kantengewichte in DAGs

Einfache Breitensuche funktioniert nicht.

2
1 2
@
1 1
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D65 raaliiie STl
Kiirzeste Wege

Beliebige Kantengewichte in DAGs

Einfache Breitensuche funktioniert nicht.
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BAGE UeREEEdR SR
Kiirzeste Wege
Beliebige Kantengewichte in DAGs

Strategie: in DAGs gibt es topologische Sortierung

(fiir alle Kanten e=(v,w) gilt topoNum(v) < topoNum(w))
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Kiirzeste Wege
Beliebige Kantengewichte in DAGs
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Wiederholung: Kiirzeste Wege DAGs: Topologische Sortierung

Kiirzeste Wege
Beliebige Kantengewichte in DAGs

Strategie:
@ betrachte Knoten in Reihenfolge der topologischen Sortierung

@ aktualisiere Distanzwerte
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Wiederholung: Kiirzeste Wege

Kiirzeste Wege
Beliebige Kantengewichte in DAGs

Strategie:
@ betrachte Knoten in Reihenfolge der topologischen Sortierung

@ aktualisiere Distanzwerte
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DAGs: Tigpalagidie Saiaung
Kiirzeste Wege

Beliebige Kantengewichte in DAGs

Topologische Sortierung — warum funktioniert das?

betrachte einen kiirzesten Weg von s nach v
der ganze Pfad beachtet die topologische Sortierung

d.h., die Distanzen werden in der Reihenfolge der Knoten vom Anfang
des Pfades zum Ende hin betrachtet

damit ergibt sich fiir v der richtige Distanzwert

ein Knoten x kann auch nie einen Wert erhalten, der echt kleiner als
seine Distanz zu s ist

die Kantenfolge von s zu x, die jeweils zu den Distanzwerten an den
Knoten gefiihrt hat, ware dann ein kiirzerer Pfad (Widerspruch)
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D65 raaliiie STl
Kiirzeste Wege

Beliebige Kantengewichte in DAGs

Allgemeine Strategie:

e Anfang: setze d(s) =0 und
fiir alle anderen Knoten v setze d(v) = oo

@ besuche Knoten in einer Reihenfolge, die sicherstellt, dass mindestens
ein kiirzester Weg von s zu jedem v in der Reihenfolge seiner Knoten
besucht wird

o fiir jeden besuchten Knoten v aktualisiere die Distanzen der
Knoten w mit (v, w) € E, d.h. setze

d(w) = min{ d(w), d(v)+ c(v,w) }
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Wiederholung: Kiirzeste Wege DAGs: Topologische Sortierung

Kiirzeste Wege

Topologische Sortierung

verwende FIFO-Queue g

verwalte fiir jeden Knoten einen Z3hler fiir die noch nicht markierten
eingehenden Kanten

initialisiere ¢ mit allen Knoten, die keine eingehende Kante haben

(Quellen)

nimm nachsten Knoten v aus g und
markiere alle (v, w) € E, d.h. dekrementiere Z3hler fiir w

falls der Zahler von w dabei Null wird, fiige w in g ein

wiederhole das, bis g leer wird

H. Taubig (TUM) Fortg. Netzwerk- u. Graph-Algorithmen WS'12/13 141 / 552



Wiederholung: Kiirzeste Wege DAGs: Topologische Sortierung

Kiirzeste Wege
Topologische Sortierung

Korrektheit
@ Knoten wird erst dann nummeriert, wenn alle Vorgdanger nummeriert
sind
Laufzeit

o fiir die Anfangswerte der Zahler muss der Graph einmal traversiert
werden O(n + m)

@ danach wird jede Kante genau einmal betrachtet
= gesamt: O(n+ m)

Test auf DAG-Eigenschaft

@ topologische Sortierung erfasst genau dann alle Knoten, wenn der
Graph ein DAG ist

@ bei gerichteten Kreisen erhalten diese Knoten keine Nummer
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D65 raaliiie STl
Kiirzeste Wege

DAG-Strategie

© Topologische Sortierung der Knoten
Laufzeit O(n+ m)

@ Aktualisierung der Distanzen gemaB der topologischen Sortierung

Laufzeit O(n+ m)

Gesamtlaufzeit:  O(n+ m)
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WWIEE G ENITZES SRS Nicht-negative Gewichte: Dijkstra

Kiirzeste Wege fiir beliebige Graphen mit nicht-negativen
Gewichten
Gegeben:
@ beliebiger Graph
(gerichtet oder ungerichtet, muss diesmal kein DAG sein)
@ mit nicht-negativen Kantengewichten

= keine Knoten mit Distanz —oco

Problem:

@ besuche Knoten eines kiirzesten Weges in der richtigen Reihenfolge

@ wie bei Breitensuche, jedoch diesmal auch mit Distanzen # 1

Losung:

@ besuche Knoten in der Reihenfolge der kiirzesten Distanz zum
Startknoten s
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Niehiznegire Ceudie: sz
Kiirzeste Pfade: SSSP / Dijkstra

Algorithmus 1: Dijkstra-Algorithmus
Input: G =(V,E), ¢c: E-R, seV
Output : Distanzen d(s,v) zu allen v € V
P=0; T=V;
d(s,v) =occforall ve V\s;
d(s,s)=0; pred(s)=0;
while P # V do
v = argmin, r{d(s,v)};
P=PUv, T=T\v;
forall the (v,w) € E do
if d(s,w) > d(s,v)+ c(v,w) then
d(s,w) =d(s,v) + c(v,w);
L pred(w) = v;

H. Taubig (TUM) Fortg. Netzwerk- u. Graph-Algorithmen WS'12/13 145 / 552



Wiederholung: Kiirzeste Wege Nicht-negative Gewichte: Dijkstra

Algorithmus 2: Dijkstra-Algorithmus fiir SSSP
Input: G =(V,E), ¢: E—-Rsp, seV
Output : Distanzen d[v] von s zu allen v € V

dlv] = oo forallve V\s;

d[s] =0; pred[s] = L;

pg = {); pgq.insert(s,0);

while —pg.empty() do

v = pg.deleteMin();

forall the (v,w) € E do

newDist = d[v] + c¢(v, w);

if newDist < d[w] then
pred[w] = v;
if d[w] == co then pg.insert(w, newDist);
else pg.decreaseKey(w, newDist);
d[w] = newDist;
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Wiederholung: Kiirzeste Wege Nicht-negative Gewichte: Dijkstra

Dijkstra-Algorithmus

@ setze Startwert d(s,s) = 0 und zunéchst d(s,v) = oo

@ verwende Prioritdtswarteschlange, um die Knoten zusammen mit
ihren aktuellen Distanzen zuspeichern

@ am Anfang nur Startknoten (mit Distanz 0) in Priority Queue

e dann immer nichsten Knoten v (mit kleinster Distanz) entnehmen,
endgiiltige Distanz dieses Knotens v steht nun fest

@ betrachte alle Nachbarn von v,
fuge sie ggf. in die PQ ein bzw.
aktualisiere deren Prioritat in der PQ
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WWIEE G ENITZES SRS Nicht-negative Gewichte: Dijkstra

Dijkstra-Algorithmus

Beispiel:
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ez Catei Dilsr
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Niehiznegire Ceudie: sz
Dijkstra-Algorithmus

Korrektheit:

Annahme: Algorithmus liefert fiir w einen zu kleinen Wert d(s, w)
sei w der erste Knoten, fiir den die Distanz falsch festgelegt wird
(kann nicht s sein, denn die Distanz d(s, s) bleibt immer 0)

kann nicht sein, weil d(s, w) nur dann aktualisiert wird, wenn man
iiber einen von s schon erreichten Knoten v mit Distanz d(s, v) den
Knoten w iiber die Kante (v, w) mit Distanz d(s, v) + c(v, w)
erreichen kann

d.h. d(s, v) misste schon falsch gewesen sein (Widerspruch zur
Annahme, dass w der erste Knoten mit falscher Distanz war)
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Wiederholung: Kiirzeste Wege Nicht-negative Gewichte: Dijkstra

Dijkstra-Algorithmus

@ Annahme: Algorithmus liefert fiir w einen zu groBen Wert d(s, w)

@ sei w der Knoten mit der kleinsten (wirklichen) Distanz, fiir den der
Wert d(s, w) falsch festgelegt wird (wenn es davon mehrere gibt, der
Knoten, fiir den die Distanz zuletzt festgelegt wird)

@ kann nicht sein, weil d(s, w) immer aktualisiert wird, wenn man iiber
einen von s schon erreichten Knoten v mit Distanz d(s, v) den
Knoten w iiber die Kante (v, w) mit Distanz d(s, v) + c(v, w)
erreichen kann (dabei steht d(s, v) immer schon fest, so dass auch
die Lange eines kiirzesten Wegs iiber v zu w richtig berechnet wird)

@ d.h. entweder wurde auch der Wert von v zu klein berechnet
(Widerspruch zur Def. von w) oder die Distanz von v wurde noch
nicht festgesetzt

@ weil die berechneten Distanzwerte monoton wachsen, kann letzteres

nur passieren, wenn v die gleiche Distanz hat wie w (auch
Widerspruch zur Def. von w)
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ez Catei Dilsr
Dijkstra-Algorithmus

o Datenstruktur: Prioritdtswarteschlange
(z.B. Fibonacci Heap: amortisierte Komplexitat O(1) fiir insert und
decreaseKey, O(log n) deleteMin)

o Komplexitdt:
» O(n) insert
» O(n) deleteMin
» O(m) decreaseKey
= O(m+ nlogn)

@ aber: nur fiir nichtnegative Kantengewichte(!)
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AW E I E TS SRS Monotone Priority Queues

Monotone Priority Queues

Beobachtung:

@ aktuelles Distanz-Minimum der verbleibenden Knoten ist beim
Dijkstra-Algorithmus monoton wachsend

Monotone Priority Queue
o Folge der entnommenen Elemente hat monoton steigende Werte

o effizientere Implementierung moglich, falls Kantengewichte ganzzahlig

Annahme: alle Kantengewichte im Bereich [0, C]

Konsequenz fiir Dijkstra-Algorithmus:

= enthaltene Distanzwerte immer im Bereich [d, d + C]

H. Taubig (TUM) Fortg. Netzwerk- u. Graph-Algorithmen WS'12/13 152 / 552



Jifz7siene Pty (rens
Bucket Queue

@ Array B aus C + 1 Listen

@ Variable dy, fiir aktuelles Distanzminimum mod(C + 1)

lo|1]2]3] ¢
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Jifz7siene Pty (rens
Bucket Queue

@ jeder Knoten v mit aktueller Distanz d[v]
in Liste B[d[v] mod (C + 1)]

o alle Knoten in Liste B[d] haben dieselbe Distanz, weil alle aktuellen
Distanzen im Bereich [d, d + C] liegen

o1 ]z]s] c]

:
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AW E I E TS SRS Monotone Priority Queues

Bucket Queue / Operationen

e insert(v): fiigt v in Liste B[d[v] mod (C + 1)] ein (O(1))
o decreaseKey(v): entfernt v aus momentaner Liste
(O(1) falls Handle auf Listenelement in v gespeichert) und fiigt v in
Liste B[d[v] mod (C + 1)] ein (O(1))
e deleteMin(): solange B[dmin] = 0, setze
dmin = (dmin + 1) mod (C + 1).
Nimm dann einen Knoten u aus B[dmin] heraus (O(C))

lo]1]2]3s] | c]

:
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Jifz7siene Pty (rens
Dijkstra mit Bucket Queue

insert, decreaseKey: O(1)
deleteMin:  O(C)

Dijkstra:  O(m+ C - n)

lasst sich mit Radix Heaps noch verbessern

verwendet exponentiell wachsende Bucket-GroBen

Details in der Vorlesung Effiziente Algorithmen und Datenstrukturen
Laufzeit ist dann O(m + nlog C)
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Wiederholung: Kiirzeste Wege Beliebige Graphen / Gewichte: Bellman-Ford

Kiirzeste Wege fiir beliebige Graphen mit beliebigen
Gewichten

Gegeben:
@ beliebiger Graph mit beliebigen Kantengewichten

= Anhédngen einer Kante an einen Weg kann zur Verkiirzung des Weges
(Kantengewichtssumme) fiihren (wenn Kante negatives Gewicht hat)

= es kann negative Kreise und Knoten mit Distanz —oo geben

Problem:

@ besuche Knoten eines kiirzesten Weges in der richtigen Reihenfolge

@ Dijkstra kann nicht mehr verwendet werden, weil Knoten nicht
unbedingt in der Reihenfolge der kiirzesten Distanz zum
Startknoten s besucht werden
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WIS TG TS SREEE  Beliebige Graphen / Gewichte: Bellman-Ford

Kiirzeste Wege fiir beliebige Graphen mit beliebigen
Gewichten

Gegenbeispiel fiir Dijkstra-Algorithmus:
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Wiederholung: Kiirzeste Wege

Kiirzeste Wege fiir beliebige Graphen mit beliebigen
Gewichten

Gegenbeispiel fiir Dijkstra-Algorithmus:
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Wiederholung: Kiirzeste Wege

Kiirzeste Wege fiir beliebige Graphen mit beliebigen
Gewichten

Gegenbeispiel fiir Dijkstra-Algorithmus:
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Wiederholung: Kiirzeste Wege Beliebige Graphen / Gewichte: Bellman-Ford

Kiirzeste Wege fiir beliebige Graphen mit beliebigen
Gewichten

Lemma

Fiir jeden von s erreichbaren Knoten v mit d(s,v) > —oo gibt es einen
einfachen Pfad (ohne Kreis) von s nach v der Lange d(s, v).

Beweis.
Betrachte kiirzesten Weg mit Kreis(en):

@ Kreis mit Kantengewichtssumme > 0 nicht enthalten:
Entfernen des Kreises wiirde Kosten verringern

o Kreis mit Kantengewichtssumme = 0:
Entfernen des Kreises lasst Kosten unverandert

o Kreis mit Kantengewichtssumme < 0:
Distanz von s ist —co

O

v
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WIS TG TS SREEE  Beliebige Graphen / Gewichte: Bellman-Ford

Bellman-Ford-Algorithmus

Folgerung

In einem Graph mit n Knoten gibt es fiir jeden erreichbaren Knoten v mit

d(s,v) > —oo einen kiirzesten Weg bestehend aus < n Kanten zwischen s
und v.

Strategie:

@ anstatt kiirzeste Pfade in Reihenfolge wachsender Gewichtssumme zu
berechnen, betrachte sie in Reihenfolge steigender Kantenanzahl

@ durchlaufe (n — 1)-mal alle Kanten im Graph
und aktualisiere die Distanz

@ dann alle kiirzesten Wege beriicksichtigt
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Beliebige Graphen / Gewichte: Bellman-Ford
Bellman-Ford-Algorithmus

Problem: Erkennung negativer Kreise
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Beliebige Graphen / Gewichte: Bellman-Ford
Bellman-Ford-Algorithmus
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Beliebige Graphen / Gewichte: Bellman-Ford
Bellman-Ford-Algorithmus

Problem: Erkennung negativer Kreise
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Beliebige Graphen / Gewichte: Bellman-Ford
Bellman-Ford-Algorithmus
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Beliebige Graphen / Gewichte: Bellman-Ford
Bellman-Ford-Algorithmus

Problem: Erkennung negativer Kreise
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Beliebige Graphen / Gewichte: Bellman-Ford
Bellman-Ford-Algorithmus

Problem: Erkennung negativer Kreise
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Beliebige Graphen / Gewichte: Bellman-Ford
Bellman-Ford-Algorithmus

Problem: Erkennung negativer Kreise

O C)
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Wiederholung: Kiirzeste Wege Beliebige Graphen / Gewichte: Bellman-Ford

Bellman-Ford-Algorithmus

Keine Distanzerniedrigung mdglich:
e Annahme: zu einem Zeitpunkt gilt fiir alle Kanten (v, w)
dlv] + c(v,w) > d[w]
e dann gilt (per Induktion) fiir jeden Weg p von s nach w, dass
d[s] + c(p) > d[w] fiir alle Knoten w

o falls sichergestellt, dass zu jedem Zeitpunkt fiir kiirzesten Weg p
von s nach w gilt d[w] > ¢(p), dann ist d[w]| zum Schluss genau die
Lange eines kiirzesten Pfades von s nach w (also korrekte Distanz)

H. Taubig (TUM) Fortg. Netzwerk- u. Graph-Algorithmen WS'12/13 162 / 552



Beliebige Graphen / Gewichte: Bellman-Ford
Bellman-Ford-Algorithmus

Zusammenfassung:

@ keine Distanzerniedrigung mehr moglich
(d[v] + c(v,w) > d[w] fiir alle w):

fertig, d[w] korrekt fiir alle w

@ Distanzerniedrigung moglich selbst noch in n-ter Runde,
also 3w mit d[v] + c(v, w) < d[w]:

Es gibt einen negativen Kreis, also Knoten w mit Distanz —oo.
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Beliebige Graphen / Gewichte: Bellman-Ford
Bellman-Ford-Algorithmus

void BellmanFord(Node s) {
foreach (v € V) d[v] = oc;
d[s] =0; parent[s] =s;
for (inti=0;i<n—1;i++) { // n—1Runden
foreach (e = (v, w) € E)
if (d[v]+ c(e) <d[w]) { // kiirzerer Weg?
d{w] = d[v] + c(e);
parent[w] = v;
}
}

foreach (e = (v, w) € E)
if (d[v]+ c(e) < d[w]){ // kiirzerer Weg in n-ter Runde?
infect(w);
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WIS TG TS SREEE  Beliebige Graphen / Gewichte: Bellman-Ford

Bellman-Ford-Algorithmus

void infect(Node v) { // —oo-Knoten
if (d[v] > —o0) {
d[v] = —o0;
foreach (e = (v, w) € E)
infect(w);

Gesamtlaufzeit:  O(m - n)
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Beliebige Graphen / Gewichte: Bellman-Ford
Bellman-Ford-Algorithmus

Bestimmung der Knoten mit Distanz —oo:

@ betrachte alle Knoten, die in der n-ten Phase noch
Distanzverbesserung erfahren

@ aus jedem Kreis mit negativem Gesamtgewicht muss mindestens ein
Knoten dabei sein

@ jeder von diesen Knoten aus erreichbare Knoten muss Distanz —co
bekommen

@ das erledigt hier die infect-Funktion

e wenn ein Knoten zweimal auftritt (d.h. der Wert ist schon —o0), wird
die Rekursion abgebrochen
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Beliebige Graphen / Gewichte: Bellman-Ford
Bellman-Ford-Algorithmus

Bestimmung eines negativen Zyklus:

@ bei den oben genannten Knoten sind vielleicht auch Knoten, die nur
an negativen Kreisen iiber ausgehende Kanten angeschlossen sind, die
selbst aber nicht Teil eines negativen Kreises sind

o Riickwartsverfolgung der parent-Werte, bis sich ein Knoten wiederholt

@ Kanten vom ersten bis zum zweiten Auftreten bilden einen negativen
Zyklus
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Wiederholung: Kiirzeste Wege Beliebige Graphen / Gewichte: Bellman-Ford

Bellman-Ford-Algorithmus

Urspriingliche Idee der Updates vorldufiger Distanzwerte stammt von
Lester R. Ford Jr.

Verbesserung (Richard E. Bellman / Edward F. Moore):

@ verwalte eine FIFO-Queue von Knoten, zu denen ein kiirzerer Pfad
gefunden wurde und deren Nachbarn am anderen Ende ausgehender
Kanten noch auf kiirzere Wege gepriift werden miissen

@ wiederhole: nimm ersten Knoten aus der Queue und priife fiir jede
ausgehende Kante die Distanz des Nachbarn

falls kiirzerer Weg gefunden, aktualisiere Distanzwert des Nachbarn
und hange ihn an Queue an (falls nicht schon enthalten)

@ Phase besteht immer aus Bearbeitung der Knoten, die am Anfang des
Algorithmus (bzw. der Phase) in der Queue sind
(dabei kommen wahrend der Phase schon neue Knoten ans Ende der

Queue)
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WIS TG TS SREEE  Beliebige Graphen / Gewichte: Bellman-Ford

Kiirzeste einfache Pfade bei beliebigen Kantengewichten

Achtung!
Fakt

Die Suche nach kiirzesten einfachen Pfaden
(also ohne Knotenwiederholungen / Kreise)
in Graphen mit beliebigen Kantengewichten
(also méglichen negativen Kreisen)
ist ein N'P-vollstindiges Problem.

(Man kénnte Hamilton-Pfad-Suche damit Iésen.)
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WIS EAGTES SRUECH - All Pairs Shortest Paths

All Pairs Shortest Paths

gegeben:

@ Graph mit beliebigen Kantengewichten,
der aber keine negativen Kreise enthélt

gesucht:
o Distanzen / kiirzeste Pfade zwischen allen Knotenpaaren

Naive Strategie:

@ n-mal Bellman-Ford-Algorithmus
(jeder Knoten einmal als Startknoten)

= O(n?-m)
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WIS EAGTES SRUECH - All Pairs Shortest Paths

All Pairs Shortest Paths

Bessere Strategie:

o reduziere n Aufrufe des Bellman-Ford-Algorithmus auf n Aufrufe des
Dijkstra-Algorithmus

Problem:

@ Dijkstra-Algorithmus funktioniert nur fiir nichtnegative
Kantengewichte

Losung:

@ Umwandlung in nichtnegative Kantenkosten ohne Verfélschung der
kiirzesten Wege
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WIS EAGTES SRUECH - All Pairs Shortest Paths

All Pairs Shortest Paths

Naive ldee:

@ negative Kantengewichte eliminieren, indem auf jedes Kantengewicht
der gleiche Wert ¢ addiert wird

= verfalscht kiirzeste Pfade

Original Kantenkosten +1

H. Taubig (TUM) Fortg. Netzwerk- u. Graph-Algorithmen WS'12/13 172 / 552



WIS EAGTES SRUECH - All Pairs Shortest Paths

All Pairs Shortest Paths

Sei & : V — R eine Funktion, die jedem Knoten ein Potential zuordnet.

Modifizierte Kantenkosten von e = (v, w):

c(e) = ®(v) + c(e) — o(w)

Lemma

Seien p und q Wege von v nach w in G.

c(p) und c(q) bzw. ¢(p) und ¢(q) seien die aufsummierten Kosten
bzw. modifizierten Kosten der Kanten des jeweiligen Pfads.

Dann gilt fiir jedes Potential ®:

c(p) <c(q) < c(p) <c(q)
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WIS EAGTES SRUECH - All Pairs Shortest Paths

All Pairs Shortest Paths

Beweis.
Sei p = (v1,...,vk) beliebiger Weg und Vi : e = (vj,vit1) € E
Es gilt:

k—1

cp) = ) ele)

i=1

k—1
= > (d(vi) + c(e) — D(vit1))

i=1
= ©(v1) + c(p) ~ D(w)

d.h. modifizierte Kosten eines Pfads hdngen nur von urspriinglichen
Pfadkosten und vom Potential des Anfangs- und Endknotens ab.
(Im Lemma ist vi = v und v, = w)

O]

v
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WIS EAGTES SRUECH - All Pairs Shortest Paths

All Pairs Shortest Paths

Lemma
Annahme:
@ Graph hat keine negativen Kreise
@ alle Knoten von s aus erreichbar
Sei fiir alle Knoten v das Potential ®(v) = d(s, v).

Dann gilt fiir alle Kanten e: ¢(e) >0

Beweis.
o fiir alle Knoten v gilt nach Annahme: d(s, v) € R (also # +00)

o fiir jede Kante e = (v, w) ist

d(s,v)+c(e) > d(s,w)
d(s,v)+c(e) —d(s,w) > 0

O]
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WIS EAGTES SRUECH - All Pairs Shortest Paths

All Pairs Shortest Paths / Johnson-Algorithmus

e fiige neuen Knoten s und Kanten (s, v) fiir alle v hinzu mit
c(s,v)=0
= alle Knoten erreichbar
@ berechne d(s, v) mit Bellman-Ford-Algorithmus
setze ®(v) = d(s, v) fiir alle v

@ berechne modifizierte Kosten ¢(e)

o berechne fiir alle Knoten v die Distanzen d(v, w) mittels
Dijkstra-Algorithmus mit modifizierten Kantenkosten auf dem Graph
ohne Knoten s

o berechne korrekte Distanzen d(v,w) = d(v,w) + ®(w) — &(v)
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Wiederholung: Kiirzeste Wege

All Pairs Shortest Paths / Johnson-Algorithmus

Beispiel:
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WIS EAGTES SRUECH - All Pairs Shortest Paths

All Pairs Shortest Paths / Johnson-Algorithmus

1. kiinstliche Quelle s:
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WIS EAGTES SRUECH - All Pairs Shortest Paths

All Pairs Shortest Paths / Johnson-Algorithmus

2. Bellman-Ford-Algorithmus auf s:
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WIS EAGTES SRUECH - All Pairs Shortest Paths

All Pairs Shortest Paths / Johnson-Algorithmus

3. C(e)-Werte fiir alle e = (v, w) berechnen:

ol

(e) = ®(v) + c(e) — ®(w)
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WIS EAGTES SRUECH - All Pairs Shortest Paths

All Pairs Shortest Paths / Johnson-Algorithmus

4. Distanzen d mit modifizierten Kantengewichten via Dijkstra:

Q|0 |[T|uv | Q
OO~ O|lv
NN OIN| T
OO~ WwWin
O|lWiL|lWwQ
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WIS EAGTES SRUECH - All Pairs Shortest Paths

All Pairs Shortest Paths / Johnson-Algorithmus

5. korrekte Distanzen berechnen mit Formel

d(v,w) = d(v,w) + &(w) — d(v)

dla|b| c |d
al02] 2 |3
b|1|0] 0 |1
c|1|3] 0 |4
dloj2|-1]0
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WIS EAGTES SRUECH - All Pairs Shortest Paths

All Pairs Shortest Paths / Johnson-Algorithmus

Laufzeit:

T(APSP) = O(TBellman—Ford(n +1,m+ n) +n- TDijkstra(na m))
= O((m+n)-(n+1)+ n(nlog n+ m))
= O(m-n+ n*logn)

(bei Verwendung von Fibonacci Heaps)
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WIS EAGTES SRUECH - All Pairs Shortest Paths

APSP / Floyd-Warshall-Algorithmus

Grundlage:

@ geht der kiirzeste Weg von u nach w iiber v, dann sind auch die
beiden Teile von u nach v und von v nach w kirzeste Pfade zwischen
diesen Knoten

@ Annahme: alle kiirzeste Wege bekannt, die nur iiber Zwischenknoten
mit Index kleiner als k gehen

= kiirzeste Wege iliber Zwischenknoten mit Indizes bis einschlieBlich k
konnen leicht berechnet werden:

> entweder der schon bekannte Weg
iiber Knoten mit Indizes kleiner als k

> oder iiber den Knoten mit Index k
(hier im Algorithmus der Knoten v)
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WIS EAGTES SRUECH - All Pairs Shortest Paths

APSP / Floyd-Warshall-Algorithmus

Algorithmus 3: Floyd-Warshall APSP Algorithmus

Input : Graph G =(V,E), c: E— R
Output : Distanzen d(u, v) zwischen allen u,v € V

for u,v € V do
L d(u,v) =o0; pred(u,v)=0;
for ve Vdo d(v,v)=0;
for {u,v} € E do
L d(u,v) = c(u,v); pred(u,v)=u;
for vc V do
for {u,w} € V x V do
if d(u,w) > d(u,v)+ d(v,w) then
d(u,w) =d(u,v) +d(v,w),
L pred(u, w) = pred(v, w);
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WIS EAGTES SRUECH - All Pairs Shortest Paths

APSP / Floyd-Warshall-Algorithmus

o Komplexitit: O(n?)

o funktioniert auch, wenn Kanten mit negativem Gewicht existieren

@ Kreise negativer Lange werden nicht direkt erkannt und verfalschen
das Ergebnis, sind aber indirekt am Ende an negativen
Diagonaleintragen der Distanzmatrix erkennbar
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Ubersicht

@ Algorithmen fiir Zentralititsindizes
Berechnung der Betweenness-Zentralitaten
@ Das Absolute 1-Center Problem

@ Berechnung von Shortcut-Werten

@ Feedback Centralities
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AT IR TTVAVEIETENE 2 Berechnung der Betweenness-Zentralitaten

Betweenness Centrality

SIEDIENOEED SN S

seV\{v} teV\{v} seV\{v} teV\{v} Tst
Mogliche Berechnung:

© Berechne Liange und Anzahl kiirzester Pfade zwischen allen
Knotenpaaren

@ Betrachte zu jedem Knoten v alle moglichen Paare s, t und berechne
den Anteil kiirzester Pfade durch v
Bedingung(Bellman-Kriterium):

d(s,t) =d(s,v)+d(v,t)
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AT IR TTVAVEIETENE 2 Berechnung der Betweenness-Zentralitaten

Betweenness Centrality

@ Modifiziere BFS bzw. Dijkstras Algorithmus

> Ersetze einzelne Vorgangerknoten durch eine Vorgdangermenge
pred(s,v) ={u e V:{u,v} € E, d(s,v)=d(s,u) + w(u,v)}

» Dann gilt
Osy = 5 Osu
u€pred(s,v)

= Fiir einen Startknoten s € V kann die Anzahl kiirzester Pfade zu
jedem anderen Knoten

> in O(m+ nlog n) fiir gewichtete und
> in O(m) fiir ungewichtete Graphen
berechnet werden.

= Berechnung von oy fiir alle Paare s, t € V:
in O(mn + n?log n) bzw. O(mn)
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AT IR TTVAVEIETENE 2 Berechnung der Betweenness-Zentralitaten

Betweenness Centrality

@ Im Fall d(s, t) = d(s,v) + d(v, t) gilt
Ust(V) = Osvy " Owt
ansonsten (d(s,t) < d(s,v) +d(v,t)) ist os(v) =0
= naive Berechnung:
O(n?) pro Knoten v (Summation iiber alle s # v # t),

also insgesamt
Zeit O(n3) und Platz O(n?) fiir Speicherung aller d(s, t) und o
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AT IR TTVAVEIETENE 2 Berechnung der Betweenness-Zentralitaten

Betweenness Centrality (Brandes)

Abhéngigkeit eines Paares (s, t) von v:
O'St(V)
Ost(v) = ——
St( ) Ost
Abhangigkeit eines Startknotens s von v:
dse(V) = > dat(v)
teV\{v}

Betweenness von v:

= V)= ) (V)

seV\{v}
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Algorithmen fiir Zentralitdtsindizes

Betweenness Centrality (Brandes)

5, (W)

5, (w,)

H. Taubig (TUM) Fortg. Netzwerk- u. Graph-Algorithmen



Algorithmen fiir Zentralitdtsindizes Berechnung der Betweenness-Zentralititen

Betweenness Centrality (Brandes)

Lemma

Fiir den Fall, dass es von s € V' genau einen kiirzesten Pfad zu jedem
t € V gibt, gilt

dsi(v) = Z (14 0si(w))

w: vEpred(s,w)

Beweis.
@ Die kiirzesten Pfade von s formen einen Baum.

o Also liegt v auf allen kiirzesten Pfaden von s zu einem t oder auf
keinem, d.h. ds(v) ist 1 oder 0.

@ v liegt auf allen kiirzesten Pfaden zu den Nachfolgern, sowie auf allen
kiirzesten Pfaden, auf denen diese Nachfolger liegen.

O]

v
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AT IR TTVAVEIETENE 2 Berechnung der Betweenness-Zentralitaten

Betweenness Centrality (Brandes)

5, (W)

5, (W)

Im allgemeinen Fall werden die Anteile der Abhangigkeiten von den
Nachfolgern iiber die Kanten des Kiirzeste-Pfade-DAGs propagiert.
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AT IR TTVAVEIETENE 2 Berechnung der Betweenness-Zentralitaten

Betweenness Centrality (Brandes)

Satz

Fiir die Abhdngigkeit ds.(v) eines Startknotens s € V' von den anderen
Knoten v € V gilt:

bse(v) = D T+ bs(w))

g
w: vEpred(s,w) W
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AT IR TTVAVEIETENE 2 Berechnung der Betweenness-Zentralitaten

Betweenness Centrality (Brandes)

Beweis.

@ 0st(v) > 0 gilt nur fiir die t € V' \ {s}, fiir die v auf mindestens einem
kiirzesten Pfad von s nach t liegt.

@ Jeder solche Pfad hat exakt eine Kante {v, w} mit v € pred(s, w)
(siehe Abbildung).
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Berechnung der Betweenness-Zentralititen
Betweenness Centrality (Brandes)

Beweis.
@ o4(v,e): Anzahl kiirzester s-t-Pfade, die sowohl Knoten v als auch
Kante e enthalten:

@ Anteil entsprechend:

ost(v,e)
Ost

(Sst(V7 6) =

Jeu(V) = > ba(v) > > balvi{v,w})

teV\{v} teV\{v} \w: véepred(s,w)

= Z Z dst(v, {v,w})

w: vepred(s,w) \teV\{v}

v
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Berechnung der Betweenness-Zentralititen
Betweenness Centrality (Brandes)

Beweis.
@ Betrachte Knoten w, so dass v € pred(s, w)
@ oy, kiirzeste Pfade von s nach w,
davon o4, von s nach v gefolgt von Kante {v, w}

o Anteil 0, /0ss der Anzahl kiirzester Pfade von s nach t iiber w
benutzt auch die Kante {v, w}:

o] . T falls t = w
V V W — sw
st(V,V, Tav . %s‘t"’) falls t # w
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AT IR TTVAVEIETENE 2 Berechnung der Betweenness-Zentralitaten

Betweenness Centrality (Brandes)

Beweis.

dsi(v) =

D

w: vEpred(s,w)

- ¥

w: vEpred(s,w)

=D

w: vEpred(s,w)

= D

w: vEpred(s,w)

Osy

Z dst(v, {v,w})

teV\{v}

Osy 4 Z & ) Ust(W)

Isw  evgvwy T Ot

Osy 4 Osy Z Ust(W)

Tsw W oreV\ (v} Ot
(1 + 0si(w))

v
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Algorithmen fiir Zentralitatsindizes Berechnung der Betweenness-Zentralititen

Betweenness Centrality (Brandes)

Beweis.
Erklarung:

@ Zuerst wird die Summe in die beiden Fille t = w und t # w
aufgeteilt.

@ Dann wird ausgeklammert.
o Es gilt
ost(w ost(w
y =W s w g w)
teV\{vw} teV\{w}
weil aufgrund der Annahme, dass v ein Vorgdnger von w beziiglich
Startknoten s ist, fiir den Fall t = v gilt, dass og(w) = 0g,(w) =0
O

v
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Berechnung der Betweenness-Zentralititen
Betweenness Centrality (Brandes)

@ Berechne n kiirzeste-Pfade-DAGs
(einen fiir jeden Startknoten s € V)

@ Berechne nacheinander fiir alle s € V aus dem kiirzeste-Pfade-DAG
von s die Abhéngigkeiten ds.(v) fiir alle anderen Knoten v € V

Vorgehen: riickwarts, von den Blattern im kiirzeste-Pfade-Baum bzw.
von der entferntesten Schicht im kurzeste-Pfade-DAG zum
Startknoten hin

@ Summiere die einzelnen Abhangigkeiten
(kann schon parallel wahrend der Berechnung aufsummiert werden,
um nicht O(n?) Platz zu verbrauchen)
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Algorithmen fiir Zentralitatsindizes Berechnung der Betweenness-Zentralititen

Betweenness Centrality (Brandes)

Satz
Die Betweenness-Zentralitit cg(v) fiir alle Knoten v € V' kann
e fiir ungewichtete Graphen in O(nm)
e fiir gewichtete Graphen in Zeit O(n(m + nlog n)) = O(nm + n? log n)
berechnet werden.
Der Algorithmus benétigt dabei nur O(n + m) Speicherplatz.

Bemerkung:
Die anderen auf kiirzesten Pfaden basierenden Zentralitdten kann man
relativ einfach mit SSSP-Traversierung berechnen.
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AT IR TTVANEIETSN P2 Das Absolute 1-Center Problem

Absolute p-Center Problem

gegeben:
@ ungerichteter Graph G = (V, E)
@ nichtnegative Gewichtsfunktion w(v) fiir Knoten v € V

@ positive Lange ((e) fiir Kante e € E

Sei X, = {x1,x2,...,Xp} eine Menge von p Punkten auf G
(diirfen auf Knoten oder an beliebigen Kantenpositionen liegen).

d(v,x;): Lange eines kiirzesten Pfades zwischen v und x;

Distanz eines Knotens zur Positionsmenge:

(v, Xp) = min {d(v,x)}
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AT IR TTVANEIETSN P2 Das Absolute 1-Center Problem

Definition: Absolute p-Center

Weiteste gewichtete Distanz eines Knotens v € V' zu X,:

F(Xp) = max{w(v) - d(v. X;)}

X, eine optimale Menge aus p Punkten:
FOG) =  min {F(6)}

Man bezeichnet X als [absolute] p-center
und r, = F(X}) als [absolute] p-radius von G.

Falls X, beschrankt ist auf (echte) Knoten des Graphen, dann
spricht man vom vertex p-center bzw. vertex p-radius.
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Algorithmen fiir Zentralitatsindizes Das Absolute 1-Center Problem

Annahmen

@ Alle Knoten haben gleiches Gewicht w(v) = ¢,
0.B.d.A. ¢ =1 (ungewichteter Fall).

@ Graph enthilt keine Schleifen oder Multikanten.

@ Lange jeder Kante e = (v,, vs) ist gleich der Distanz der inzidenten
Knoten, also ¢(e) = d(v;, vs)
(ansonsten kénnte man e einfach eliminieren, ohne dass sich der
p-Radius dndert)

@ Distanzen zwischen allen Knotenpaaren sind bekannt.
(Falls diese erst berechnet werden miissen, erhdht sich die
Komplexitat um den Aufwand zur Lésung des APSP-Problems.)
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AT IR TTVANEIETSN P2 Das Absolute 1-Center Problem

Hinweis: Domination Number / Set als inverses Problem

gegeben:
e G=(V,E)
@ natiirliche Zahl r
gesucht:
@ kleinste natiirliche Zahl p, so dass der p-Radius von G nicht gréBer
als r ist.
Problem:

@ p heiBt [absolute] domination number fiir Radius r.

e Ein entsprechendes p-center heiBt [absolute| domination set fiir
Radius r.

@ Fiir ungewichtete Graphen und Radius 1 ergibt sich das bekannte
Problem von domination number/set (welches NP-vollstindig ist!)
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AT IR TTVANEIETSN P2 Das Absolute 1-Center Problem

1-center / local center

e Vereinfachung: einelementige Menge X; = {x}

F(x) = max{w(v) - d(v,x)}

@ Um ein 1-center zu finden, sucht man nach einem “lokalen” Zentrum

auf jeder Kante.

@ Ein local center auf Kante e € E ist eine Position x; auf e, so dass

F(x}) = min {F(x.)}

Xe auf e
wobei r(e) = F(x*(e)) lokaler Radius von G auf e heiBt.
ro=r(g) = min_{r(e)}

ri: 1-radius von G und das entsprechende x;‘j ist ein 1-center.
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AT IR TTVANEIETSN P2 Das Absolute 1-Center Problem

1-center / local center

e Um ein local center auf Kante e = (v;, vs) zu finden, betrachte fiir
jeden Knoten v € V seine Distanz zu einem Punkt x. auf e.

@ Sei t = t(x.) die Distanz von x. zu v, auf Kante e.

e gewichtete Distanz von v zu x(e):

) t + d(VnV)a
De(v,t)=W(V)'m'”{ le)—t + d(vs,v) }

@ ungewichtete Distanz:

v =mind Gy o T a )}

e Wenn klar ist, welche Kante gemeint ist: D(v, t) anstatt De(v, t).
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AT IR TTVANEIETSN P2 Das Absolute 1-Center Problem

1-center / local center

D.(v.0) D Do /\

0 t 1(e) 0 t 1(e) 0

t l(é)

@ Jede solche Funktion besteht aus ein oder zwei linearen Stiicken mit
Anstieg tw(v).

o Im Fall von zwei Segmenten ist der Knickpunkt ein Maximum.
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AT IR TTVANEIETSN P2 Das Absolute 1-Center Problem

Local center auf Kante e

D(t) = ryea\}{D(v, t)}, 0<t</((e)

Dy(t)

RIVRY)

;=0 t* v, t, t, t, [ t,=1(e)

H. Taubig (TUM) Fortg. Netzwerk- u. Graph-Algorithmen WS'12/13

210 / 552



Algorithmen fiir Zentralitdtsindizes Das Absolute 1-Center Problem

Local center auf Kante e

o Jeder Punkt x}, an dem D,(t) sein globales Minimum annimmt, ist
ein local center auf e.

o t* = t(x}) sei der Wert von t an dieser Stelle x}.

@ D.(t*) ist der local-radius auf e.

@ t* ist eine Stelle fiir die folgendes gilt:
t*=0 oder t*=/(e) oder
bei t* schneiden sich zwei Funktionen D(v;, t) und D(v;, t) so, dass
ihre Anstiege im Schnittpunkt gegensitzliche Vorzeichen haben.

@ Wenn T* die Menge aller Punkte ist, die diese Voraussetzung

erfiillen, dann ist

D(t") = min {D(t')}

= Hochstens w + 2 Punkte kommen als local-center von e in Frage.
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AT IR TTVANEIETSN P2 Das Absolute 1-Center Problem

1-center / local center

o Falls die Distanzmatrix bekannt ist, kann man mit den Funktionen

B i t + d(Vr,V),
De(v,t) = W(V)'m'”{ lle)—t + d(vs,v) }

De(t) = max{De(v,t)}

den Wert D.(t) in O(n) Schritten an jedem der O(n?) in Frage
kommenden Punkte berechnen.

=- Bei einer direkten Implementierung kann man ein local center auf e in
O(n?) Schritten finden.
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AT IR TTVANEIETSN P2 Das Absolute 1-Center Problem

1-center / local center

@ Kariv und Hakimi haben eine Methode vorgeschlagen, die in
knoten-gewichteten Graphen ein local-center fiir eine Kante e in
O(nlog n) Schritten findet.

= Berechnung eines 1-centers in O(mnlog n)

@ Fiir ein knoten-ungewichtetes Netzwerk haben Kariv und Hakimi
einen Algorithmus von Komplexitdt O(n) zum Finden eines
local-centers fiir eine Kante e prasentiert.

= Berechnung eines 1-centers in O(mn + n?log n)
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Algorithmen fiir Zentralitatsindizes Das Absolute 1-Center Problem

Local centers in knoten-ungewichteten Graphen

@ Ein local center x7 ist entweder

» an einem der Endpunkte v, oder vy der Kante oder
» an einem Punkt t* € [0,¢(e)], wo sich zwei Funktionen D(v;, t) und
D(vj, t) schneiden.

@ Aufgrund des gleichen Gewichts fiir alle Knoten hat der Betrag des
Anstiegs fiir alle Funktionen D(v;, t) den gleichen Wert.

= Zwei beliebige solche Funktionen D(v;, t) und D(vj, t),
die sich nicht in einem ganzen Liniensegment {iberlagern,
schneiden sich hochstens in einem Punkt.
Die beiden Anstiege haben an diesem Punkt umgekehrte Vorzeichen.

H. Taubig (TUM) Fortg. Netzwerk- u. Graph-Algorithmen WS'12/13 214 / 552



AT IR TTVANEIETSN P2 Das Absolute 1-Center Problem

Local centers in knoten-ungewichteten Graphen

D(t)

D (V.0

0.(v,0

e
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AT IR TTVANEIETSN P2 Das Absolute 1-Center Problem

Local centers in knoten-ungewichteten Graphen

Definiere fiir jeden Knoten v; € V:
Vi={veV: D(v,0) <D(v,0)} Vi=V\V
Falls V; # ), definiere auch Knoten ¥; mit:

D(v;, £(e)) = max{D(v, {(e))}

vevV;

(Falls es mehrere Knoten gibt, die diese Bedingung erfiillen, wahlen wir
den mit dem kleinsten Index.)
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Algorithmen fiir Zentralitatsindizes Das Absolute 1-Center Problem

Local centers in knoten-ungewichteten Graphen

Lemma

Sei ty die Stelle, an der sich zwei Funktionen D(v;,t) und D(v;,t) so
schneiden, dass an der Stelle ty der Anstieg der Funktion D(v;, t) positiv
ist, wihrend der von D(vj, t) negativ ist.

Dann gilt

D(vi,t) < D(vj,t) fir 0
D(vi,t) > D(vj,t) fir t

AN
~
IN A
B
N

Folgerung

Unter den Bedingungen des vorigen Lemmas gilt

vj-e\_/,' und v; €V
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Algorithmen fiir Zentralitdtsindizes Das Absolute 1-Center Problem

Local centers in knoten-ungewichteten Graphen

Lemma

Ein local center auf Kante e ist entweder auf einem der Endpunkte von e,

also bei t = 0 oder t = {(e), oder an einer Stelle t;, an der sich zwei
Funktionen D(v;, t) und D(7;, t) schneiden.

Beweis.
@ Der Fall der Kantenendpunkte ist klar.

@ Wir betrachten ein local center auf e an der Stelle t* mit t* £ 0 und
t* £ ((e).
o t* ist die Stelle, an der sich zwei Funktionen D(v;, t) und D(v;, t) so

schneiden, dass an der Stelle t* der Anstieg der Funktion D(v;, t)
positiv ist, wahrend der von D(v;, t) negativ ist.
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Algorithmen fiir Zentralitdtsindizes Das Absolute 1-Center Problem

Local centers in knoten-ungewichteten Graphen

Beweis.
= vieV
= V; ist definiert, denn V; # ()

e D(vj, t) und D(vj, t) schneiden sich an Stelle t* und bilden dort das
local center von Kante e (Maximum aller Funktionen)

@ auch D(v;, t) kann an Stelle t* nicht groBer sein als D(v;, t) bzw.
D(v;, t):
D(v;, t*) < D(vj, t*)

@ Im Falle von Gleichheit gilt das Lemma:
D(\7,', t*) = D(VJ, t*) = D(V,', t*)

o Annahme: D(V;,t*) < D(vj,t*) = D(v;, t*)

v
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Algorithmen fiir Zentralitdtsindizes Das Absolute 1-Center Problem

Local centers in knoten-ungewichteten Graphen

Beweis.
e Falls D(V;, t) bei t* positiv ansteigt:
D(v;,t*) < D(v;, t*) = D(v;,0) < D(v;,0)
Widerspruch zur Definition von v;.

e Falls D(7;, t) bei t* negativ ansteigt:
D(v;, t*) < D(vj,t*) = D(v;,¢(e)) < D(vj,{(e))
Widerspruch zur Definition von v;
(weil nach Folgerung des letzten Lemmas v; € V).

=- Annahme falsch, d.h. es gilt Gleichheit und damit das Lemma.

= hochstens n + 2 Kandidaten fiir local center auf Kante e
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AT IR TTVANEIETSN P2 Das Absolute 1-Center Problem

Schnittpunkte von D(v;, t) und D(V;, t) bilden Maxima

Lemma

Wenn sich die Funktionen D(v;, t) und D(v;,t) an der Stelle t;
liberschneiden, dann gilt

D(vi, i) = max{D(v, t))}

oder kurz

D(t,') = D(V,', t,')
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Algorithmen fiir Zentralitdtsindizes Das Absolute 1-Center Problem

Local centers in knoten-ungewichteten Graphen

Beweis.
@ Annahme: Lemma gilt nicht, sondern es gibt einen Knoten v/ mit
D(V,', t,‘) < D(V', t,').

e Da D(vj, t;) an der Stelle t; einen positiven Anstieg hat, impliziert die
Ungleichung, dass D(v;,0) < D(v’,0), also v/ € V.

@ Andererseits impliziert D(v;, t;) < D(V', t;), dass D(v;, t;) < D(V/, t;)
(We” D(V,', t,') = D(\7,', t,')).

e Da D(V;, t) an der Stelle t; einen negativen Anstieg hat, folgt

D(v;, {(e)) < D(V', £(e)).

= Widerspruch zur Definition von v;

O

v
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Algorithmen fiir Zentralitdtsindizes Das Absolute 1-Center Problem

Local centers in knoten-ungewichteten Graphen

Folgerung (aus den letzten beiden Lemmas)

Sei th=0, thp1= E(_e) und sei
t; fiiri € {1...n} mit V; # 0 die Schnittstelle von D(v;, t) und D(V;,t).

Sei Dy = maxyev{D(v,0)}, Dpt1 = max,ev{D(v,l(e))} und
firi € {1...n}, wo t; definiert ist, sei D; = D(v;, t;).

Sei j ein Index, fiir den

Dj = min {D; | D; ist definiert}
i€{0...n+1}

Dann ist D; der local radius auf e und das entsprechende t; ist ein local
center auf e.
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AT IR TTVANEIETSN P2 Das Absolute 1-Center Problem

Local center / Irrelevante Schnittpunkte

Lemma
Wenn fiir zwei Knoten v; und v; gilt, dass

D(V,‘,O) = D(VJ,O)
D(vi,(e)) = D(v;,{(e)),

dann muss der Schnittpunkt t; von D(vj, t) und D(V;,t) aus der
vorangegangenen Folgerung nicht betrachtet werden.
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Algorithmen fiir Zentralitdtsindizes Das Absolute 1-Center Problem

Local center / Irrelevante Schnittpunkte

Beweis.
@ Aus den Bedingungen des Lemmas folgt fiir alle t (0 < t < {(e))
D(V,', t) > D(VJ, t)
@ Annahme: t; ist definiert und local center auf e
mit local radius D(vj, tj) = max,cv{D(v, tj)}
= D(vj, ) 2 D(vi,t;) = D(vi, tj) = D(vj, ;).
o D(v;,0)=D(v;,0) = V=V, = V=1
= D(Vi’ tJ) = D(Vj’ tJ)
= Schnittpunkt t; von D(v;, t) und D(v;, t) ist gleichzeitig
Schnittpunkt t; von D(v;, t) und D(v;, t)
= Es ist ausreichend, nur t; zu betrachten und t; zu ignorieren.

O]

v
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Algorithmen fiir Zentralitatsindizes Das Absolute 1-Center Problem

Local center / Vorberechnung

o Folgender Algorithmus basiert auf der letzten Folgerung und auf dem
letzten Lemma.

@ Vorberechnung:
Konstruiere fiir jeden Knoten v € V eine Liste L(v), in der die
Knoten des Graphen in monoton fallender Reihenfolge ihrer Distanz
zu v stehen.
Knoten v ist dabei der letzte in seiner Liste L(v).

@ Unter der Annahme, dass die Distanzmatrix bekannt ist, dauert die
Konstruktion jeder Liste O(nlog n) Schritte.

o Gesamtkomplexitit fiir alle Knoten:  O(n?log n)
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Algorithmen fiir Zentralitatsindizes Das Absolute 1-Center Problem

Local center / Algorithmus

@ Sei e = (v, vs) und sei v; der i-te Knoten in Liste L(v;).

@ Dann gilt
D(Vl,O) > D(VQ,O) > ... > D(Vn_l,O) > D(Vn,O) =0

In dieser Notation ist v, (der Endpunkt von e) benannt mit v,,.

@ Der Algorithmus betrachtet in der i-ten Phase die Funktionen D(v;, t)
und D(V;, t) und berechnet deren Schnittpunkt, falls es notwendig ist.

@ Man beachte, dass falls fiir ein j und k (1 < j < k < n) gilt, dass
D(Vj_l,O) > D(Vj,O) =...= D(Vk,O) > D(Vk+1,0)
dann gilt aufgrund der Definitionen von V; und v;, dass

vV :Vj+1:...:Vk.

<
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Algorithmen fiir Zentralitatsindizes Das Absolute 1-Center Problem

Local centers in knoten-ungewichteten Graphen

e Falls v, (mit j < m < k) ein Knoten mit minimalem Index ist, so dass
D(vim () = max {D(vi ()}

dann impliziert das letzte Lemma, dass aus der ganzen Knotenmenge
{Vj,Vji+1,..., vk} nur der Knoten v, betrachtet werden sollte, also
der Schnittpunkt t, von D(vp, t) und D(Vpy,, t).

@ Aufgrund der Definitionen von V; und v; und aufgrund der
Reihenfolge in Liste L(v,) folgt, dass Knoten v41 genau der Knoten
ist (von den beiden Knoten ¥; und vp,), fiir den gilt:

D(Vk41,¢(e)) = max{ ggjnfé(ee)% }
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AT IR TTVANEIETSN P2 Das Absolute 1-Center Problem

Local centers in knoten-ungewichteten Graphen

@ Sei k eine natirliche Zahl, so dass
D(Vl,O) =...= D(Vk,O) > D(Vk+1,0) (1 <k< n)

= Knoten vy, ..., vk sind nicht definiert und miissen in der letzten
Folgerung nicht betrachtet werden.

@ Man beachte aber, dass fiir die gleiche Definition fiir v,, wie zuvor,
d.h., vy, mit 1 < m < k ist ein Knoten mit minimalem Index, so dass

D(vim, (€)) = max {D(vi, (e))}.

dann impliziert die spezielle Sortierung von L(v,), dass V11 = V.
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AT IR TTVANEIETSN P2 Das Absolute 1-Center Problem

Local center / Algorithmus von Kariv und Hakimi

t* und r: local center und local radius auf Kante e = (v;, vs)

v* und v*: Knoten v; und v;

@ Behandlung der Punkte t = 0 und t = {(e):

Sei v* der erste Knoten von Liste L(v,) und
sei ¥ der erste Knoten von Liste L(vs).

Falls D(v*,0) < D(¥,£(e)),
dann t* < 0; r + D(v*,0);
sonst t* <« {(e); r < D(V,{(e)).

Wenn v* = ¥, dann STOP. (t*/r sind local center/radius auf e)
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AT IR TTVANEIETSN P2 Das Absolute 1-Center Problem

Local centers in knoten-ungewichteten Graphen

2]

Initialisierung der Phasen:
i1, vy v*

Behandlung aller Knoten v mit D(v,0) = D(v1,0):
I+ i+1

Sei v* der i-te Knoten in Liste L(v;,).

Wenn D(v*,0) # D(vm,0) dann gehe zu Schritt 4;

sonst
falls D(v*,¢(e)) > D(vm,¥(e)): vm + v*.

Wiederhole Schritt 3. (Wegen D(v;,0) = D(v1,0) ist i < n.)

v* steht nun fest:

VY~ v

Wenn i = n, dann gehe zu Schritt 8;
sonst v, < v*
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AT IR TTVANEIETSN P2 Das Absolute 1-Center Problem

Local centers in knoten-ungewichteten Graphen

© Finde alle Knoten v mit D(v,0) = D(v;,0), sowie das
entsprechende v,,:

I+ i+1
Sei v* der i-te Knoten in Liste L(v,).

Falls D(v*,0) # D(vm,0), dann gehe zu Schritt 6;
sonst
falls D(v*,4(e)) > D(vm,(€)): Vm < v*.

Wiederhole Schritt 5. (Wegen D(v;,0) = D(vj_1,0) ist i < n.)
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AT IR TTVANEIETSN P2 Das Absolute 1-Center Problem

Local centers in knoten-ungewichteten Graphen

@ Behandlung des Punkts t,:

Wenn sich die Funktionen D(vp,, t) und D(V*, t) nicht schneiden oder
sich in einem ganzen Segment iiberlagern, dann gehe zu Schritt 7.

Sonst sei ty, der Schnittpunkt.

Falls D(Vm, tm) < r,
dann t* < ty,, r <+ D(Vm,tm).

@ Gehe zum nachsten Knoten:
Wenn D(vp, £(e)) > D(v*,€(e)), dann V" < vy,

Wenn i = n, gehe zu Schritt 8;
sonst vy, < v* und gehe zu Schritt 5.
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AT IR TTVANEIETSN P2 Das Absolute 1-Center Problem

Local centers in knoten-ungewichteten Graphen

© Behandlung von Knoten v,:

Wenn sich die Funktionen D(v*, t) und D(v*, t) nicht schneiden oder
sich in einem ganzen Segment iberlagern, dann STOP.

Sonst sei t,, der Schnittpunkt.

Falls D(v*, ty) > r, dann STOP;
sonst t* < tp,, r < D(v*, ty,) und STOP.

Unter der Annahme, dass die Distanzmatrix und die Listen L(v,) und L(vs)
verfiigbar sind, ist die Komplexitat O(n).
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Algorithmen fiir Zentralitdtsindizes Das Absolute 1-Center Problem

1-centers in knoten-ungewichteten Graphen

© Konstruiere fiir jeden Knoten v € V eine Liste L(v) aller Knoten in
einer Reihenfolge monoton fallender Distanz von v.

@ Berechne mit Hilfe des vorangegangenen Algorithmus fiir jede
Kante e des Graphen das local center und den local radius von e.

© Der minimale local radius ist der 1-radius des Graphen.
Jedes local center mit minimalem local radius ist ein 1-center des
Graphen.

Schritt 1 benétigt Zeit O(n? log n).
Schritt 2 benétigt Zeit O(mn).

Wenn die Distanzmatrix des Graphen bekannt ist, bendtigt der gesamte
Algorithmus Zeit O(mn + n?log n).
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AT IR TTVANEIETSN P2 Das Absolute 1-Center Problem

Minimum Diameter Spanning Trees

Satz
Sej

@ x* ein absolute 1-center von G und

@ T(x*) ein Shortest Path Tree, der x* mit allen Knoten in V' verbindet.

Dann ist T(x*) ein Minimum Diameter Spanning Tree von G
(ein Spannbaum mit minimalem Durchmesser).
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Algorithmen fiir Zentralitdtsindizes Das Absolute 1-Center Problem

Minimum Diameter Spanning Trees

Beweis.

Sei T ein beliebiger Spannbaum von G und y*(T) dessen absolute

1-center. (y*(T) ist eindeutig und fiir den Durchmesser von T gilt
D(T) = 2maxyev{dr(y*(t),v)}).

*

x* ist Mittelpunkt von jedem Durchmesser(-Pfad) von T(x*).

D(T(x* = 2 o (x* 1
(T6) = 2maxdriey(x,v) 1)
= 2 max de(x*,v) (2)
< 2 max dec(y*(T),v) (3)
< 2maxdr(y(T),v) = D(T) (4)
ve
DJ
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£ T vE Sl e
Shortcut-Werte

@ gegeben: gerichteter Graph G = (V, E)

@ gesucht: shortcut-Werte aller Kanten von G

Maximale Erhohung der Lange eines kiirzesten Pfades
durch Entfernen einer Kante e = (u,v) € E

= Berechne fiir jede Kante e = (u,v) € E
die Distanz von v zu v in Ge = (V, E \ {e}),
denn die maximale Erhdhung betrifft immer (auch) die Endknoten der
Kante

e einfache Losung: m = |E| SSSP Aufrufe
@ besser: nur n=|V| dquivalente Aufrufe
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£ T vE Sl e
Shortcut-Werte

Annahmen:
@ keine Kreise mit negativem Gesamtgewicht
= d(i,j) ist definiert fiir alle Knotenpaare (i, )

@ keine parallelen Kanten

Idee:

@ Ein Aufruf fir Knoten u berechnet shortcut-Werte fiir alle
ausgehenden Kanten

H. Taubig (TUM) Fortg. Netzwerk- u. Graph-Algorithmen WS'12/13 239 / 552



£ T vE Sl e
Shortcut-Werte

Vorgehen:
o Fixiere einen Startknoten u
e a; =d(u,i): Distanz von u nach i
o 7;: zweiter Knoten der kiirzesten Pfade von u zu i, falls dieser
Knoten eindeutig ist.
Ansonsten 7; = L (impliziert zwei kiirzeste Pfade der Lange «; mit
unterschiedlichen Anfangskanten).

@ ;1 Lange des kiirzesten Pfades von u nach i, so dass 7; nicht
zweiter Knoten
(0o falls es keinen Pfad mehr gibt, 5; = «; falls 7, = L)
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£ T vE Sl e
Shortcut-Werte

@ Betrachte «, 7, und 3, fiir einen Nachbarn v von u, also (u,v) € E.
e Dann ist die shortcut-Distanz fiir (u, v) gleich «, falls 7, # v, also
wenn Kante (u, v) nicht einziger kiirzester Pfad ist
@ Ansonsten, falls 7, = v, ist die neue Distanz 3,
e a,=0, 7,=0, B,=00
aj = min (a; +w(i

= i (s + (i, ])

@ Nachbarn beziiglich eingehender Kanten, die zu einem kiirzesten Pfad

gehoren (Vorgangermenge):

li={i:(i,j) € Eund oj = aj + w(i,j)}
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£ T vE Sl e
Shortcut-Werte

Jj if lj={u}, wuist Anfang, Kante (u,;)
a ifviel: a=m;

(Alle Vorgdnger haben erste Kante (u, a)),
1 sonst

Im Fall 7; = L gilt 3; = «j,
sonst (77 # L) gilt

min i+ wl(i,f),
i (ij)EE,mi=T; BI ( J)

min ai+wl(i,j
i (ij)EE, i ' ( j)

Bj = min

H. Taubig (TUM) Fortg. Netzwerk- u. Graph-Algorithmen WS'12/13 242 / 552



£ T vE Sl e
Shortcut-Werte

Betrachte den Pfad der zur Lange [3; fiihrt, also ein kiirzester Pfad p
von u nach j, der nicht mit 7; beginnt.

Wenn fiir den letzten Knoten i/ vor j in p gilt 7; = 7}, dann startet der
Pfad p bis zu i nicht mit 7;, und dieser Pfad wird in 8; und damit in §;
beriicksichtigt.

Wenn anderenfalls 7; # 7; fiir den vorletzten Knoten i von Pfad p gilt,
dann beginnt einer der kiirzesten Pfade von u nach / nicht mit 7; und die
Linge von p ist a; + w(i, ).
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Bierzeliiuig ven Sherisni=erie
Shortcut-Werte

Berechnung der Werte «;, 77 und f;:

Im Fall positiver Gewichte hangt jeder Wert a; nur von Werten «; ab, die
kleiner als «; sind
= Berechnung in monotoner Weise nach Dijkstra

Bei positiven Gewichten ist der kiirzeste-Wege-DAG kreisfrei und die
Werte 7; kdnnen in der Reihenfolge einer topologischen Sortierung
berechnet werden

(sonst stark zusammenhingende Komponenten kontrahieren)

Werte 3; hangen nur von Werten 3; < 3; ab
= Berechnung in monotoner Weise nach Dijkstra

Bei negativen Kantengewichten (aber keine negativen Kreise) Dijkstra
durch Bellman-Ford Algorithmus und 3; durch Berechnung von
B = Bi — «j ersetzen
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AT TN EN R TANEIET SN [F0l  Feedback Centralities

Katz' Status Index

Modell (Leo Katz, 1953):
@ Einfluss entsteht aus Anhangerschaft bzw. aus indirekter Wabhl

= wenn A ein Anhinger von B ist und B ist Anhdnger von C, dann ist
A auch ein (indirekter) Anhinger bzw. Wahler von C

@ mit zunehmender Anzahl von Zwischenschritten soll dieser Effekt
jedoch abnehmen

= Dampfungsfaktor o > 0

@ ungewichteter, gerichteter Graph G = (V, E) ohne Schleifen
o Adjazenzmatrix A
o Anzahl Wege der Liange k von j nach i ist (AX);
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AT TN EN R TANEIET SN [F0l  Feedback Centralities

Katz' Status Index

Status von Knoten 1/:

ck(i) =) k(AN

k=1 j=1

(falls die unendliche Summe konvergiert)

Matrixnotation:

c = f; (41, zf; (a7)1,

AT:  Transponierte Matrix von A
1,: n-dimensionaler Vektor, dessen Eintrige alle 1 sind
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AT TN EN R TANEIET SN [F0l  Feedback Centralities

Katz' Status Index

Fiir die Konvergenz muss a beschrankt werden:

Satz

Sei A die Adjazenzmatrix eines Graphen G mit gréBtem Eigenwert \1 und
«a > 0, dann gilt:

1 - :
AL < — = ZakAk konvergiert
@ k=1

(hier ohne Beweis)

Man kann die unendliche Summe auch so umformulieren:
Zak(AT)k — (Z ak(AT)k> _ aO(AT)O — (Z ak(AT)k> _ In
k=1 k=0 k=0

(In:  n x n Einheits-/ldentitatsmatrix)
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jezilszel Canilites
)
Katz' Status Index

Falls die Reihe konvergent ist, erhalten wir:
o0 o
Z akAk = afAC 4 Z ak Ak
k=0 k=1

oo
= L taAY ok Ak
k=1

oo
= I,+aA Z ok Ak
k=0

(I, — aA) Y akAx = 1,
k=0

[ee)
> afA = (I, - aA)
k=0

H. Taubig (TUM) Fortg. Netzwerk- u. Graph-Algorithmen WS'12/13 248 / 552



AT TN EN R TANEIET SN [F0l  Feedback Centralities

Katz' Status Index

Z ok AR = (1, — aA) "t =1,
k=1

Unter der Annahme der Konvergenz erhdlt man die geschlossene Form:
k=Y a1, = (h—aA) " -1,) 1,
k=1

(I —aA) ek = (I,,—(I,,—aA)T) 1,
= aA'l,

1
(—I,, — AT) ck = di,
(0]

Inhomogenes lineares Gleichungssystem verdeutlicht Feedback-Charakter:
ck(7) hdngt von den anderen ck(j) mit j # i ab
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AT TN EN R TANEIET SN [F0l  Feedback Centralities

Eigenvektor-Zentralitat von Bonacich

Phillip Bonacich, 1972:

@ gegeben: ungerichteter Graph
(ungewichtet, zusammenhingend, einfach und ohne Schleifen)

@ 3 Ansitze:

a Faktoranalyse
b Konvergenz einer unendlichen Reihe
¢ Losung eines linearen Gleichungssystems

@ Werte s?, s und s¢ unterscheiden sich aber nur durch konstante
Faktoren
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Algorithmen fiir Zentralitdtsindizes Feedback Centralities

Eigenvektor-Zentralitat von Bonacich
Ansatz a: Faktoranalyse:
@ Interpretiere den Graph als Freundschaftsnetzwerk
@ Eine Kante bedeutet Freundschaft zwischen den Endknoten

@ gesucht: Vektor s € R", so dass der i-te Eintrag s? das
“Freundschaftspotential” von Knoten i enthilt.

o s7s? soll moglichst nah bei aj; liegen
@ Vektor-/Matrixschreibweise: s?s?7 soll A approximieren

@ interpretiere das Problem als Minimierung des folgenden Ausdrucks
(mit der Methode der kleinsten Quadrate):

n n
2D (57 —ay)”
i=1 j=1

o s? ist der Eigenvektor zum groBten Eigenwert A1, aber so skaliert,
dass seine Lange gleich A7 ist
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AT TN EN R TANEIET SN [F0l  Feedback Centralities

Eigenvektor-Zentralitat von Bonacich
Ansatz b:  Unendliche Reihe:

Sei A1 # 0 der groBte Eigenwert. Definiere
by—1 _ kS gho

s =1, und sP= As>\1 )\k

Betrachte die Sequenz

) s
s’ = lim s = lim A=
k—o0 k—o0 )\
Satz

Sei A € R™" eine symmetrische Matrix mit gréBtem Eigenwert A1, dann
konvergiert

m Ak

k—o00 )\k

gegen einen Ejgenvektor von A mit zugehdrigem Eigenwert \;.

v
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Algorithmen fiir Zentralitdtsindizes Feedback Centralities

Eigenvektor-Zentralitat von Bonacich
Ansatz c: Lineares Gleichungssystem:
o Definiere Zentralitdt jedes Knotens als Summe der Zentralititen
seiner Nachbarn:

n
s; = Z ajsj bzw. s°=As" = (A-1I,)s°=0
j=1

immer mogliche Losung: alle Zentralitaten gleich Null
hat nur eine sinnvolle Losung, falls det(A —I,) = 0 bzw.
wenn 1 ein Eigenwert von A ist

4y

o relaxiere das Problem durch Einfiihrung eines Faktors A
= entspricht genau dem Eigenwertproblem:

As¢ = As®  bzw. s°=_As" = (A—-A,)s"=0

@ Auswahl des groBten Eigenwerts mit zugehdrigem nichtnegativen
Eigenvektor
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AT TN EN R TANEIET SN [F0l  Feedback Centralities

Eigenvektor-Zentralitat von Bonacich

Satz

Sei A € R™" die Adjazenzmatrix eines ungerichteten
zusammenhdingenden Graphen. Dann

o st der groBte Eigenwert A1 von A ein einfacher Eigenwert,

@ sind alle Eintrage des zu \1 gehérenden Eigenvektors ungleich Null
und haben das gleiche Vorzeichen.

(siehe auch Satz von Perron und Frobenius)
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AT TN EN R TANEIET SN [F0l  Feedback Centralities

Eigenvektor-Zentralitat von Bonacich

@ Alle 3 Varianten unterscheiden sich nur durch konstante Faktoren.

= Normierte Eigenvektor-Zentralitat:

Cev = ﬂ
sl]

@ im Fall unzusammenhangender Graphen kann man den Ansatz auf
jede Zusammenhangskomponente anwenden
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Algorithmen fiir Zentralitdtsindizes Feedback Centralities

Hubbell Index
Charles Hubbell, 1965:

@ gegeben: einfacher gewichteter gerichteter Graph
(darf Schleifen enthalten, aber keine Multikanten)

o gewichtete Adjazenzmatrix W ist hier u.U. asymmetrisch

o Idee: (&hnlich wie bei Bonacich)
Wert eines Knotens v hangt von der Summe der Werte seiner
Nachbarn w, gewichtet mit dem jeweiligen Kantengewicht ab

o Es soll also gelten:
e= We
e “Exogener Input” E (externe Information zu jedem Knoten) wird
eingefiihrt, um das System I6sbar zu machen
@ im Falle des Fehlens: E=1
= Gleichung
s=E+ Ws
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jezilszel Canilites
Hubbell Index

s=E+Ws=E+W(E+Ws)=E+ WE+W?s=...
=> WKE = WPE+) W*E
k=0 k=1

o0
= 1,E+ WZ wk—1g
k=1

= E+ Wi WkE
k=0

(In—W)iW"E = E

o
s=Y W'E = (I,-W)'E
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AT TN EN R TANEIET SN [F0l  Feedback Centralities

Hubbell Index

@ umgeformt:
s=(1,- W) 'E

= System hat eine Lésung, falls (I, — W) invertierbar ist
e Da

(= W)t =) wk
k=0

=- dquivalent zur Konvergenz der geometrischen Reihe

o Reihe konvergiert gegen (I, — W)~! gdw. der groBte Eigenwert \;
von W kleiner als 1 ist
(siehe erster Satz bei Katz' Status Index)

@ Losung des Gleichungssystems heiBt Hubbell-Index
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AT TN EN R TANEIET SN [F0l  Feedback Centralities

Webgraph

e gerichteter Graph G = (V, E)
@ Knoten entsprechen Webseiten

o gerichtete Kanten entsprechen Links zwischen Webseiten
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AT TN EN R TANEIET SN [F0l  Feedback Centralities

Random Surfer Model

@ Modellierung des Verhaltens eines Websurfers:

Random Walk auf dem Webgraph

@ in jedem Schritt {iberschreitet der Random Walk zuféllig eine der
ausgehenden Kanten des aktuellen Knotens:

L falls (u,v) € E
Pr[Xt+1 =V | Xt = U] = { gomég)nst ( )

@ nur wohldefiniert, falls Vv € V : doye(v) > 1
(in diesem Fall ware die Transitionsmatrix stochastisch)

@ n x n-Transitionsmatrix T = (t;;) mit

[ douwl)) falls (i.j) € ,
o tij=0  sonst
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AT TN EN R TANEIET SN [F0l  Feedback Centralities

Random Surfer Model

o Es gibt Senken (Knoten/Seiten ohne ausgehende Kanten/Links).
= Transitionsmatrix T ist nicht stochastisch

@ Modifikation zur stochastischen Transitionsmatrix T
Annahme im Fall von Senken: Surfer springt zu einer zufailligen Seite

L falls (i,j) € E

i falls dout(i) = 0
0, sonst

@ T’ ist aber nicht irreduzibel, da der Webgraph nicht stark
zusammenhangend ist

= Matrix muss modifiziert werden, damit die entsprechende
Markov-Kette in eine stationire Verteilung konvergiert
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Algorithmen fiir Zentralitatsindizes Feedback Centralities

Random Surfer Model

@ Random-Jump-Matrix, in der alle Eintrage % sind:

1
E= ;1,,1[
= wird in gewichteter Form zu T’ addiert:
T"=aT +(1-a)E

e « wird aus dem Intervall [0,1) gew&hlt und entspricht der
Wahrscheinlichkeit, entweder einem Link auf der Seite zu folgen (T")
oder zu einer zufilligen Seite zu springen (E)

e T ist stochastisch

(denn T’ und E sind stochastisch und in jeder Zeile wird ein a-Anteil
mit einem (1 — a)-Anteil der Gesamtwahrscheinlichkeit 1 addiert)

o T” ist irreduzibel (denn alle Wahrscheinlichkeiten sind > 0)
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AT TN EN R TANEIET SN [F0l  Feedback Centralities

Stationare Verteilung im Random Surfer Model

o stationire Verteilung 7 fiir Transitionsmatrix T kann mit Power
Iteration berechnet werden

@ Durch Modifikation von E kdnnen die Zufallsspriinge in Richtung
personalisierter Surfergewichtungen verandert werden.
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Algorithmen fiir Zentralitdtsindizes Feedback Centralities

Power lteration

Algorithmus 4: Power Method

Input : Matrix A € R"*" und Vektor g(® mit ||g(®]], =1

Output : Niherungen M%) und G(%) fiir betragsmiBig groBten
Eigenwert A und korrespondierenden Eigenvektor g

k:=1;

repeat

Zk) .= Aglk—1);

G = 209|209

/* Ngherung des Rayleigh-Quotienten \ = <z/£/‘g>:
AR = (a(k))TAgj(k);

k:=k+1;

until X¥) und §(%) sind akzeptable Niherungen;

*/
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Algorithmen fiir Zentralitdtsindizes Feedback Centralities

Power lteration

@ konvergiert garantiert, wenn A einen dominanten Eigenwert A\; hat,
d.h. Vi e {2,...,n} : ’)\1| > ’)\;’.
@ konvergiert auch, wenn die Matrix symmetrisch ist

@ Konvergenzgeschwindigkeit hiangt vom Verhaltnis If\‘2| ab, wobei die

Eigenwerte hier nach Betrag geordnet sind: |A1] > |A2| > ... > |\,

@ Approximationsfehler sinkt mit

o((22))

o erfordert lediglich Matrix-Vektor-Multiplikationen

= auch fiir groBe Matrizen geeignet, die nicht komplett in den
Hauptspeicher passen
Eine lteration entspricht einem Scan iiber die Matrix.
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Algorithmen fiir Zentralitdtsindizes Feedback Centralities

PageRank
(Lawrence Page, Sergey Brin, Rajeev Motwani & Terry Winograd, 1998)

wesentlicher Bestandteil der Suchmaschine von Google

Idee: Bewertung der Wichtigkeit einer Webseite beziiglich der

topologischen Eigenschaften (seiner Position im Web),
unabhangig vom Inhalt (mal abgesehen von den Links)

ist eine Feedback-Zentralitat: Wert einer Webseite hangt von der

Anzahl und der Zentralitdt der Webseiten ab, die darauf zeigen

Gewicht einer Seite wird gleichmaBig an die verlinkten Seiten
weitergegeben

cpr(p) = +d Z cer(g

q€Pred(p) OUt(q)

d: Dampfungsfaktor
Pred(p): (Vorginger-)Knoten mit einer Kante zu p
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AT TN EN R TANEIET SN [F0l  Feedback Centralities

PageRank

@ definiere Transitionsmatrix P:

L~ falls (j,i) € E
p,.j:{ ) U 1)

0, sonst

@ oder anders: pj; yji bzw. P = (DoutA)7,
wobei Dy, die D|agona§/matr|x ist, die im j-ten Diagonaleintrag den
Kehrwert des Ausgangsgrads dout(i) von Knoten i enthilt (falls > 0)

o Matrixform:

1-d
cpr = dPcpr + Tln

@ Losung meist durch Power (oder Jacobi) lteration:

1-d
cig = dPcit + ——1,
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Algorithmen fiir Zentralitdtsindizes Feedback Centralities

PageRank

Folgender Satz garantiert eindeutige Losung und Konvergenz fiir d < 1:

Satz
Falls 0 < d < 1 dann hat die Gleichung

—d
cpr = dPcpr + Tln

eine eindeutige Lésung cjpp = =9 (I, — dP)~'1,

und die Lésungen des dynamischen Systems

1-d

erfiillen
. k _  x
[im CPR = CPR
k—00

fiir jeden Startvektor c?,R.

v
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AT TN EN R TANEIET SN [F0l  Feedback Centralities

PageRank

Etwas anderer Ansatz:

-1 k—1
ck dPc

Die Lésungen dieses System konvergieren gegen ﬁ die normalisierte
PR
Losung des vorherigen Ansatzes.
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AT TN EN R TANEIET SN [F0l  Feedback Centralities

Hubs & Authorities

Jon Kleinberg, 1997:

@ HITS: Hyperlink-Induced Topic Search

@ “A good hub is a page that points to many good authorities.”

@ “A good authority is a page that is pointed to by many good hubs.”

@ im Gegensatz zu PageRank beriicksichtigt HITS auch den Inhalt von
Webseiten

@ 2 Phasen:

» 1. Phase hangt von der Suchanfrage ab
> 2. Phase beschiftigt sich nur mit der Linkstruktur des entsprechenden
Netzwerks
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AT TN EN R TANEIET SN [F0l  Feedback Centralities

Hubs & Authorities

@ Suchanfrage o
@ 1. Phase berechnet V, € V mit

> V, ist klein im Vergleich zu V,
» V, enthilt viele Seiten, die fiir die Suchanfrage o relevant sind,

» V, enthilt viele wichtige Authorities
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Algorithmen fiir Zentralitdtsindizes Feedback Centralities

Hubs & Authorities

Algorithmus 5: Hubs & Authorities, 1. Phase
Output : V,, = Menge relevanter Seiten

Benutze eine textbasierte Suchmaschine fiir Suchanfrage o;
Sei W, die Liste von Ergebnissen;
Wihle t € IN;

Sei W! C W, die Menge der t Seiten, die am hochsten bewertet wurden;
V, = WL,
forall the i € W! do
V, := V,; USucc(i);
if din(i) < r (benutzerdefinierte Schranke) then
L V, ==V, UPred(i);
else

Wahle Pred, (i) C Pred(i) so, dass |Pred,(i)| = r;
V, := V,; UPred,(i);

return V,;
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AT TN EN R TANEIET SN [F0l  Feedback Centralities

Hubs & Authorities

@ 2. Phase berechnet die Hub/Authority-Werte der Seiten im
induzierten Graphen G[V,] aus der gegenseitigen Abhangigkeit
zwischen Hubs und Authorities:

CHA-H = AsCHa.A unter der Annahme, dass cya.a bekannt ist

A;-CHA_H unter der Annahme, dass cya-H4 bekannt ist

CHA-A

As:  Adjazenzmatrix von G[V,]

@ Da weder cya_a noch cya.y bekannt sind, schlagt Kleinberg eine
iterative Bestimmung mit Normalisierung vor.
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AT TN EN R TANEIET SN [F0l  Feedback Centralities

Hubs & Authorities

Algorithmus 6: Hubs & Authorities Iteration
Output : Approximationen fiir cya.q and cHa-a

0 1.
Chaa = 1n;
for k=1...do

ko _op k=1,
CEA_H = Ag'cizA_A,
Criaa ‘= Az Clah;

k ._ cllfIA-H
CHAH = Jck 1
”CHA_H”
k
k . _SHaaA
CHA-A "= Jick i
llegaall
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AT TN EN R TANEIET SN [F0l  Feedback Centralities

Hubs & Authorities

Satz

Sei A, die Adjazenzmatrix von G[V,].
Dann sind die Grenzwerte

c k
kthW LA =
und
z k
kll—r>noo A = G

wobei cya-a (CHa-H) der erste Eigenvektor von AT A, (A,Al) ist.
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AT TN EN R TANEIET SN [F0l  Feedback Centralities

Hubs & Authorities

= iterative Methode ist nichts anderes als die Losung der
Eigenvektor-Gleichungen

Aeiaa = (ALAs)cHaa
Aepan = (A-AD)cHan

fiir den groBten Eigenwert per Power lteration

CHA-A:  enthilt dann die Authority-Werte
CHA-H: enthalt dann die Hub-Werte
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Ubersicht

© Lokale Dichte
@ Kohésive Gruppen
o Cliquen
@ Strukturell dichte Gruppen
@ Statistisch dichte Gruppen
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Lokale Dichte Kohisive Gruppen

Kohasive Gruppen

Eigenschaften:
o Gegenseitigkeit:
Gruppenmitglieder wahlen sich gegenseitig in die Gruppe und sind im
graphtheoretischen Sinn benachbart
@ Kompaktheit / Erreichbarkeit:

Gruppenmitglieder sind gegenseitig gut erreichbar
(wenn auch nicht unbedingt adjazent), insbesondere

> auf kurzen Wegen
» auf vielen verschiedenen Wegen

@ Dichte:
Gruppenmitglieder haben eine groBe Nachbarschaft innerhalb der Gruppe

@ Separation:

Gruppenmitglieder haben mit groBerer Wahrscheinlichkeit Kontakt zu einem
anderen Mitglied der Gruppe als zu einem Nicht-Gruppenmitglied

H. Taubig (TUM) Fortg. Netzwerk- u. Graph-Algorithmen WS'12/13 278 / 552



eiteive Gruppar
Lokale Dichte

@ Eine Gruppeneigenschaft heiBt lokal, wenn sie bestimmt werden kann,
indem man nur den von der Gruppe induzierten Teilgraphen
betrachtet.

= Separation ist nicht lokal, weil hier auch die Verbindungen zu den
anderen Knoten betrachtet werden

@ Einige Definitionen von kohasiven Gruppen verlangen auBer einer
Eigenschaft 1 auch Maximalitdt (im Sinne von Nichterweiterbarkeit),
d.h. die Gruppe darf nicht in einer anderen groBeren Gruppe enthalten
sein.

@ Maximalitat verletzt die Lokalitdtsbedingung

= Betrachten diese Eigenschaften ohne Maximalitdtsbedingung
o Lokalitat reflektiert wichtige Eigenschaft von Gruppen:

> Invarianz unter Veranderung des Netzwerks auBerhalb der Gruppe
» Innere Robustheit und Stabilitat ist eine wichtige Gruppeneigenschaft
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digpei
Cliquen

Definition
Sei G = (V/, E) ein ungerichteter Graph.

Ein Knotenteilmenge U C V heiBt Clique genau dann, wenn der von U
in G induzierte Teilgraph G[U] ein vollstandiger Graph ist.

Eine Clique U in G ist eine maximale Clique, falls es keine Clique U’ mit
Uc U in G gibt.

Eine Clique U in G ist eine Maximum-Clique, falls es keine Clique U’ mit
Ul < |U'| in G gibt.
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Lokale Dichte @[]

Cliquen — ideale kohasive Gruppen

Cliquen sind ideale kohisive Gruppen:
(Sei U eine Clique der Kardinalitat k.)

@ Cliquen haben gréBtmogliche Dichte
3(G[U]) = d(G[U]) = A(G[U]) = k — 1
o Cliquen besitzen groBtmogliche Kompaktheit
diam(G[U]) =1

@ Cliquen sind bestmdglich verbunden
U ist (k — 1)-fach knotenzusammenhangend und
(k — 1)-fach kantenzusammenh&ngend
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Lokale Dichte @[]

Satz von Turan

Satz (Turan, 1941)

Sei G =(V, E) ein ungerichteter Graph mit n = |V'| und m = |E|.
Falls m > 22 =1 1, dann existiert eine Clique der GréBe k in G.

Spezialfall:
Satz (Mantel, 1907)

Die maximale Anzahl von Kanten in einem dreiecksfreien Graphen ist VTJ

Da die meisten (z.B. soziale) Netzwerke eher diinn sind (also o(n?)
Kanten haben), miissen sie nicht unbedingt von vornherein Cliquen einer
bestimmten GréBe > 2 enthalten.
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Lokale Dichte Cliquen

Maximale Cliquen

@ Graphen enthalten mindestens eine maximale Clique,
meistens sogar viele.

@ Sie konnen sich iiberlappen (ohne identisch zu sein).

Satz (Moon & Moser, 1965)

Jeder ungerichtete Graph G mit n Knoten hat héchstens 3051 maximale
Cliquen.
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Cliquen
Cliquen-Struktur

@ Cliquen sind abgeschlossen unter Exklusion, d.h. wenn U eine Clique
in G ist und v ein Knoten aus U, dann ist U\ {v} auch eine Clique.

Oder anders gesagt:

Die Cliqueneigenschaft ist eine hereditire Grapheigenschaft, denn sie
vererbt sich auf induzierte Teilgraphen.

o Cliquen sind geschachtelt, d.h. jede Clique der GréBe n enthilt eine
Clique der GroBe n — 1 (sogar n davon).

Das folgt hier sofort aus dem Abschluss unter Exklusion.
Fiir andere Eigenschaften, die nicht unter Exklusion abgeschlossen sind,
muss man das aber extra beweisen.
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Lokale Dichte @[t

Generalisierte Cliquen

Sei G = (V/, E) ein ungerichteter Graph, U eine Teilmenge der Knoten und
k > 0 eine natiirliche Zahl.
Generalisierte (distanz-basierte) Cliquen:

o U heiBt k-Clique g.d.w. Yu,v e U: dg(u,v) < k.

@ U heiBt k-Club g.d.w. diam(G[U]) < k.

@ U heiBt k-Clan g.d.w. U ist eine maximale k-Clique und U ist ein
k-Club.

e k-Cliquen sind nicht lokal definiert (die Distanzen kénnen sich aus
Pfaden ergeben, die iiber Knoten auBerhalb von U fiihren).

@ Obwohl k-Clubs und k-Clans lokal definiert sind (abgesehen von der
Maximalitdtsbedingung), sind sie nur von geringerem Interesse.
Distanz-basierte Cliquen sind i.A. nicht abgeschlossen unter Exklusion
und nicht geschachtelt.
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Lokale Dichte @[]

Grundfunktionen

Fir Graph G = (V, E) mit |V| = n und |E| = m kénnen folgende
Funktionen in O(m + n) berechnet werden:

@ Ist eine gegebene Knotenteilmenge U C V eine Clique in G?

Priife fiir jede Kante in G, ob beide Endknoten in U sind.
Zishle die Falle und vergleiche mit U] - (JU| —1)/2.

@ Bestimme, ob eine gegebene Clique U C V maximal ist in G.

Teste, ob es einen Knoten in V' \ U gibt, der adjazent zu allen Knoten
in U ist.
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Lokale Dichte NG

Maximale Clique
Annahme: V ist eine geordnete Menge

Definiere folgende lexikographische Ordnung auf den Cliquen (U, U’ C V):
U < U" < Der kleinste Knoten aus UU U, der nicht in UN U’ ist, ist in U.
Aufgabe:
Bestimme die lexikographisch kleinste maximale Clique U,
die eine gegebene Clique U’ C V enthilt.

e Starte mit U = U/

o lteriere iiber alle v € V' \ U in aufsteigender Reihenfolge
» Teste, ob U C N(v).
» Falls ja, dann fiige v zu U hinzu.
= Am Ende ist U eine maximale Clique, die U’ enthilt.
o Laufzeit ebenfalls O(m + n)
(falls U € N(v) in O(deg(v)) getestet werden kann)
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Lokale Dichte Cliquen

Cliquen maximaler Kardinalitat

Maximum-Clique:
Clique der groBtmoglichen Kardinalitat in einem gegebenen Graphen

Primitiver Algorithmus: erschépfende Suche

@ Zihle alle Kandidatensets U C V auf und
bestimme, ob U eine Clique ist.

o Gib die groBte gefundene Clique aus.

= Laufzeit: O((m+n)-2") C O(n?-2")

Geht das auch schneller?
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digpei
Clique-(Entscheidungs-)Problem

Problem

Problem: Clique
Eingabe: Graph G, GroBe k € IN
Frage: Existiert eine Clique U der GréBe |U| > k in G?

w(G): GroBe der Maximum-Clique(n) in G

Hatten wir einen Algorithmus, der Clique in Zeit T(n) entscheidet, dann
konnten wir w(G) in Zeit O(T(n) - log n) mit bindrer Suche berechnen.

Andererseits ergibt sich aus jedem Algorithmus zur Berechnung von w(G)
in Zeit T(n) ein Algorithmus, der Clique in T(n) entscheidet.

Ein polynomieller Algorithmus fiir das eine Problem wiirde also einen
polynomiellen Algorithmus fiir das jeweils andere Problem implizieren.
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digpei
Harte des Clique-Problems

Aber:

Satz
Clique ist N'P-vollstindig, ebenso IndependentSet. J

Beweis: Reduktion von Satisfiability (R. Karp, 1972)
Auch versteckte Cliquen sind schwer zu finden:

Folgerung

Falls P #+ NP gilt, gibt es keinen Polynomialzeit-Algorithmus, der eine
Clique der GréBe k in einem Graphen findet, der eine solche enthilt.

Bemerkung:

Sogar sehr groBe Cliquen der Kardinalitit (1 —¢) - n (fiir e > 0) kénnen
nicht in Polynomialzeit gefunden werden.
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Lokale Dichte Cliquen

Maximum-Clique: besserer exponentieller Algorithmen

Satz

Eine Maximum-Clique (also eine Clique maximaler Kardinalitdt) kann in
Zeit O*(1.3803") berechnet werden.

(O* ignoriert polynomielle Faktoren)

H. Taubig (TUM) Fortg. Netzwerk- u. Graph-Algorithmen WS'12/13 291 / 552



Lokale Dichte @[t

Maximum-Clique: besserer exponentieller Algorithmus
0(G): Minimalgrad in G = in Clique U ware §(U) = |U| —1

Beweis.
e Falls 6(G) > n— 3, dann

fehlen in G nur einfache Pfade und Kreise im Vergleich zum
vollstandigen Graphen K,

betrachte zur Veranschaulichung den komplementaren Graphen
= Cliquen entsprechen unabhingigen Mengen (independent sets)

Pfad P: groBtest Independent Set hat [|V/(P)|/2] Knoten
Kreis C: groBtest Independent Set hat ||V/(C)|/2] Knoten

Pfade / Kreise sind paarweise disjunkt
= Man kann die einzelnen Werte einfach addieren.

= Maximum Clique kann in O(m + n) berechnet werden.

o
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digpei
Maximum-Clique: besserer exponentieller Algorithmus

Beweis.
@ Ansonsten sei v ein Knoten mit Grad degg(v) < n— 4.

o Jede Maximum-Clique kann v enthalten oder nicht, ist also

{v} vereinigt mit einer Maximum-Clique von G[N(v)] oder
eine Maximum-Clique von G[V \ {v}].

= Rekursive Berechnung mit worst-case-Zeit
T(nN)<T(nh—4)+T(n—1)+c-(m+n)

= mit Erzeugendenfunktionen kann man zeigen, dass T(n) € O*(")
mit S ~ 1.3803, wobei 3 die groBte reelle Nullstelle des
charakteristischen Polynoms 3% — 53 — 1 ist
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Lokale Dichte @[t

Approximation von Maximum-Cliquen

Approximation der groBten Clique mit Faktor n/2 ist einfach:
wahle die Endknoten einer Kante, falls es eine gibt.

Satz (Boppana & Halldérsson, 1990)

Es gibt einen Algorithmus, der bei Eingabe eines Graphen G mit n Knoten
in po/ynomiel/er Zeit eine Clique ausgibt, deren GréBe maximal um einen

Faktor O ( von der Maximum-CliquengréBe w(G) abweicht.

(fog n?

Satz (Hastad, 1996)

Falls nicht NP = ZPP gilt, dann existiert kein
Polynomialzeitalgorithmus, der bei Eingabe eines Graphen G mit n Knoten
eine Clique ausgibt, deren GréBe maximal um einen Faktor n*~¢ von der
Maximum-CliquengroBe w(G) abweicht (fiir jedes ¢ > 0).

ZPP: Klasse der Probleme, die von randomisierten Algorithmen in erwarteter
Polynomialzeit gelost werden konnen ohne Fehler zu machen
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Lokale Dichte Cliquen

Suche nach Cliquen fester GroBe

@ In einigen Fillen reicht es, nach Cliquen fester GroBe zu suchen

= CliquengroBe wird nicht als Teil der Eingabe betrachtet

o Vollstandige Suche: O(k? - nk) = O(n*),
wenn CliquengroBe k fest ist
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Lokale Dichte @[]

Bessere Komplexitat fiir Dreiecke

v

A:  Adjazenzmatrix von Graph G
B=A2=A-A
Eintrage b;j;: Anzahl Wege der Lange 2 zwischen Knoten v; und v;

[aBt sich durch schnellere Matrixmultiplikation ausrechnen,
z.B. in O(n?370) (Coppersmith / Winograd, 1990)

Existiert ein Eintrag bj > 1 mit i # j, dann gibt es einen Knoten
u € V, der zu v; und zu v; adjazent ist.

Falls nun auch Kante {v;, v;} existiert, dann enthalt der Graph ein
Dreieck {vj, vj, u}.
Checke fiir alle bjj > 0, ob es Kante {v;, v;} gibt

Zeit-Komplexitat:  O(n®), wobei o < 2.376 der Exponent fiir
Matrixmultiplikation ist
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Lokale Dichte @[]

Cliquen fester GroBe k > 3

Sei «(r, s, t) so definiert, dass man die Multiplikation einer n" x n°*-Matrix
mit einer n® x nf-Matrix in Zeit O (n®("*t)) berechnen kann.

Satz

Fiir jedes k > 3 existiert ein Algorithmus, der eine Clique der GréBe k in
einem Graphen mit n Knoten finden kann (falls eine solche existiert) und
der in Zeit O (n(R) lauft, wobei B(k) = a(|k/3], [(k —1)/3], [k/3]).
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digpei
Cliquen fester GroBe k > 3

Beweis.
o Seien ky = | k/3], ko = [(k—1)/3] und k3 = [k/3]
= k=ki+ ko + k3

e Konstruiere tripartiten Hilfsgraph G = (V, E)
\Z = \71 U \72 U \73
V;: alle Cliquen der GroBe k; in G
(mit dem naiven Algorithmus in O(n*') berechenbar)

Knoten U € V; und U’ € V; sind adjazent in G, also (U, U') € E,
< i #jund UU U ist Clique der GroBe k; + k; in G

Berechne dazu die partiellen Adjazenzmatrizen Ajp, A1z und Aoz, die
die Kanten zwischen den jeweiligen Knotenmengen darstellen
in O (), O (%) baw. O ()

e Teste G auf Dreiecke

v
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digpei
Cliquen fester GroBe k > 3

Beweis.
@ Dreieck {Ui, Uy, Us} impliziert eine Clique der GroBe k in G

@ geht mit schneller Matrixmultiplikation, aber hier muss eine
O(n*) x O(nk2)-Matrix (Kanten zwischen V1 und Vg) mit einer
O(n*) x O(n*3)-Matrix (Kanten zwischen V5 und V3) multipliziert
werden, und zwar in Zeit O (nﬁ(k))

@ Berechnung der drei Matrizen A1, A>3 und A;3 in
O (nmaX{k1+k2,k1+k3,k2+k3}) coO n[%—|

(wird dominiert durch die Zeit O(n?(k)) fiir die Multiplikation der
rechteckigen Matrizen, also Biz = A1z - A23)
@ Fiir jeden echt positiven Eintrag in Biz wird dann wieder gepriift, ob

der entsprechende Eintrag in Aj3 gleich 1 ist.
[]

V.
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Cliquen
Cliquen fester GroBe k > 3

O O
Av (=

B3 wird dann mit A;s verkniipft
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Lokale Dichte @[]

Cliquen fester GroBe k > 3
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Lokale Dichte Cliquen

Cliquen fester GroBe: Beispielkomplexitaten

CliquengroBe | Vollstindige Suche | Matrixmultiplikation
3 O(n3) O(n2‘376)
4 O(n4) O(n3'376)
5 O(n5) O(n4.220)
6 O(nﬁ) O(n4'751)
7 O(n7) (’)(n5‘751)
8 O(nS) O(n6'595)
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Lokale Dichte @[t

Aufzahlen von Cliquen

Wie kann man (maximale und Maximum-)Cliquen aufzéhlen?

@ Ausgabe ist oft exponentiell in der Eingabeldnge

=

etwas anderer Effizienzbegriff

polynomielle Gesamtzeit:
bei Ausgabe von C Konfigurationen Begrenzung der Zeit durch ein
Polynom in C und in der EingabegréBe n (output-sensitiv)

vollstandige Suche ist nicht in polynomieller Gesamtzeit

Aufzahlung aller maximalen Cliquen geht in polynomieller Gesamtzeit
(ein klassischer Algorithmus lauft z.B. erst O(n?C) Schritte ohne
Ausgabe und gibt dann alle maximalen Cliquen auf einmal aus)

Aufzahlung aller Maximum-Cliquen geht nicht in polynomieller
Gesamtzeit, falls P # NP
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Lokale Dichte @[]

'Effiziente’ Aufzahlungsalgorithmen

Weitere Effizienzbeschreibung:

Polynomielle Verzégerung (polynomial delay):
Zeit
@ bis zur Ausgabe der ersten Konfiguration,

@ zwischen zwei aufeinanderfolgenden Ausgaben von Konfigurationen
und

@ von der Ausgabe der letzten Konfiguration bis zum Stop

ist polynomiell in der EingabegroBe

Satz

Es gibt einen Algorithmus, der alle maximalen Cliquen mit (polynomieller)
Verzégerung O (n*) und (linearem) Platzverbrauch O(m + n) aufzéhlt.
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Lokale Dichte NG

Algorithmus zur Aufzahlung maximaler Cliquen

e Konstruiere (unvollstandigen) Bindrbaum mit n Leveln,
dessen Blatter sich nur auf Level n befinden

o Jedes Level ist einem Knoten von G zugeordnet, auf Level i
betrachtet man Knoten v;.

@ Knoten von Level i des Baums entsprechen den maximalen Cliquen
des induzierten Teilgraphen G[{vi,...,Vv;}].

=- Die Blatter sind genau die maximalen Cliquen von G.

@ Zur Bestimmung der Kinder auf Level i + 1 fiir eine maximale
Clique U in G[{vi,...,vi}] (auf Level i) unterscheiden wir:

@ Alle Knoten von U sind adjazent zu vj;1 in G.
@ Es existiert ein Knoten in U, der nicht zu v;y; adjazent ist in G
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Lokale Dichte @[t

Algorithmus zur Aufzahlung maximaler Cliquen
Fallunterscheidung:
O Alle Knoten von U sind adjazent zu vj;1 in G.
= UU{vi11} ist maximale Clique in G[{w, ..., viy1}]
» Das ist die einzige Moglichkeit, eine maximale Clique in

G[{w,...,Vit1}] zu bekommen, die U enthilt
In diesem Fall hat U nur ein einziges Kind im Baum.

@ Es existiert ein Knoten in U, der nicht zu vj;; adjazent ist in G
Man kann 2 maximale Cliquen in G[{v1, ..., vi+1}] erhalten:
o U ist §elbst eine maximale Clique
© (U\ N(vit1)) U{vip1} ist eine Clique,
wobei N(v;11) alle nicht mit v;;; adjazenten Knoten sind
* Wenn die Menge eine maximale Clique ist, hdtte U zwei Kinder im
Baum_
* (U \ N(vit1)) U{vis1} kénnte aber Kind von mehreren sein
= Kind der lexikographisch kleinsten Menge U (falls maximal)
= Binarbaum
(interne Knoten haben 1 oder 2 Kinder, Blatter nur in Level n)
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Lokale Dichte @[]

Algorithmus zur Aufzahlung maximaler Cliquen

@ Traversiere den Bindrbaum per Tiefensuche (DFS)
o Ausgabe aller Blatter
o Gegeben Knoten U auf Level i:
» Parent(U,i):
Vaterknoten von U ist die lexikographisch kleinste maximale Clique in
G[{Vl7 ey V,',l}], die U \ {V,'} enthalt
= Grundfunktion, in O(m + n)
» LeftChild(U,i):
* falls U C N(viy1) (1. Fall), dann UU {viy1}
* falls U Z N(viy1) (Teil des 2. Falls), dann U
* Unterscheidung der Fille kostet O(m + n) Zeit
» RightChild(U,i):
* falls U C N(vit1), dann existiert kein rechtes Kind
* falls U Z N(vit1), dann
(U\ N(vis1)) U{vis1} falls es maximale Clique ist und
U = Parent ((U \ N(V,'_H)) U {V;+1}, i+ 1)
sonst keins
* Kosten: O(m + n) Zeit
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digpei
Algorithmus zur Aufzahlung maximaler Cliquen

o Langster Pfad zwischen zwei Blattern im Baum ist 2n — 2 und geht
durch 2n — 1 Knoten

@ pro Knoten Zeitaufwand O(m + n)
@ Jeder Unterbaum hat ein Blatt auf Level n

= Ausgabeverzogerung O(n?)

@ Wenn ein Knoten bearbeitet wird, muss nur die Menge U, das Level i,
sowie ein Label zur Unterscheidung von linkem/rechten Kind
gespeichert werden

= Speicheraufwand O(m + n)
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digpei
Aufzahlung in lexikographischer Reihenfolge

@ Es ist N'P-vollstandig fiir einen Graphen G und eine maximale
Clique U von G zu entscheiden, ob es eine maximale Clique U’ gibt,
die lexikographisch groBer ist als U.

e Falls P # NP, dann gibt es keinen Algorithmus, der in
Polynomialzeit zu einem Graphen G und einer maximalen Clique U
von G die lexikographisch niachstgréBere maximale Clique generiert.

e Falls P £ NP, dann gibt es keinen Algorithmus, der fiir jeden
gegebenen Graphen alle maximalen Cliquen in inverser

lexikographischer Reihenfolge mit polynomieller Verzogerung aufzihlt.

o Uberraschenderweise kann man trotzdem alle maximalen Cliquen in
lexikographischer Ordnung mit polynomieller Verzégerung aufzihlen.
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Cliquen
Aufzahlung in lexikographischer Reihenfolge

o Idee:

Wahrend der Generierung der aktuellen Ausgabe wird schon
zusatzliche Arbeit in die Erzeugung lexikographisch groBerer Cliquen
investiert.

= Diese werden in einer Priority Queue gespeichert, die dann u.U.

exponentiell viele Cliquen enthdlt und damit auch exponentiell viel
Speicherplatz braucht.
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digpei
Aufzahlung in lexikographischer Reihenfolge

Algorithmus 7: Alg. von Johnson, Papadimitriou und Yannakakis

Uo := erste (lexikographisch kleinste) maximale Clique;
Fiige Up in Priority Queue Q ein;
while Q ist nicht leer do
U :=ExtractMin(Q);
Ausgabe U;
foreach Knoten v; von G, der zu einem Knoten v; € U mit i < j nicht
adjazent ist do
U =Un{v,...,vi};
if (U; — N(v;))U{v;} ist eine maximale Clique in G[{v1,...,v;}]
then
Sei T die lexikographisch kleinste maximale Clique, die
(Uj — N(vj)) U {v;} enthilt;
Fiige T in Q ein
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Cliquen
Aufzahlung in lexikographischer Reihenfolge

Satz

Der Algorithmus von Johnson, Papadimitriou und Yannakakis zihlt alle
maximalen Cliquen eines gegebenen Graphen mit n Knoten in
lexikographischer Reihenfolge und mit Delay O(n®) auf.
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digpei
Aufzahlung in lexikographischer Reihenfolge

Beweis.
Korrektheit (Reihenfolge):
@ Menge T ist beim Einfiigen in Q (bei Betrachtung von U)
lexikographisch groBer als U

(denn es wird ja aus U zumindest Knoten v; entnommen wahrend
lediglich v; hinzukommt und es gilt i < j)

= Es werden nur Mengen in der Priority Queue gespeichert, die erst
nach U ausgegeben werden diirfen.

= Die ausgegebenen maximalen Cliquen sind lexikographisch
aufsteigend.
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digpei
Aufzahlung in lexikographischer Reihenfolge

Beweis.
Vollstandigkeit:

o Falls U die lexikographisch kleinste noch auszugebende Clique ist,
dann ist U in Q.

@ Induktionsanfang: Fiir U = Uy ist das korrekt.

@ Induktionsschritt: Sei U lexikographisch groBer als Up.

Sei j der groBte Index, dass U; = UN{wi,..., v} keine maximale
Clique in G[{w1,...,v}].

(Muss existieren, weil sonst U = Uj.)

Jj < n, weil U= U, maximale Clique des Gesamtgraphen G ist
Aufgrund der Maximalitdt von j muss gelten v;1; € U.

3 Menge S: U; U S ist maximale Clique in G[{wv,...,v;}]
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Lokale Dichte @[t

Aufzahlung in lexikographischer Reihenfolge

Beweis.

@ Induktionsschritt (Fortsetzung):

Aufgrund der Maximalitdt von j ist vjy; nicht adjazent zu allen Knoten
inS.

3 maximale Clique U’, die zwar U;j U S, aber nicht vj;1 enthalt

U’ < U, weil sie sich in S unterscheiden

U’ wurde schon ausgegeben (Ind.voraussetzung)

Als U’ ausgegeben wurde, wurde festgestellt, dass vj;1 nicht adjazent
ist zu einem Knoten v; € U’ mit j <j +1

(U1 \ N(vj1)) U{vjir1} = Ui

und Ujy4 ist maximale Clique in G[{vi, ..., vj;1}]

Die lexikographisch kleinste maximale Clique, die U1 enthalt, wurde
in @ eingefiigt.
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Lokale Dichte @[]

Aufzahlung in lexikographischer Reihenfolge

Beweis.

@ Induktionsschritt (Fortsetzung):

Aufgrund der Maximalitdt von j stimmen U und T in den ersten
Jj + 1 Knoten iiberein.
Annahme: U # T

Sei k der kleinste Index eines Knoten vy, der in genau einer der beiden

Mengen ist.
k>j+1
DaT<Ugiltvge Tund v ¢ U.
= Uy ist nicht maximale Clique in G[{v, ..., vk}]
(Widerspruch zur Maximalitat von j)
= U=T

= U ist in der Priority Queue @

H. Taubig (TUM) Fortg. Netzwerk- u. Graph-Algorithmen WS'12/13 316 / 552



Cliquen
Aufzahlung in lexikographischer Reihenfolge

Komplexitat:

@ Extraktion der lexikographisch kleinsten maximalen Clique aus Q:
O(nlog C)

@ n Berechnungen von maximalen Cliquen, die eine gegebene Menge
enthalten: O(m + n) pro Menge

e Einfiigen einer maximalen Clique in Q: O(nlog C) pro Clique

e DaC< 3[5, folgt dass die Verzogerung O(n?) ist.
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(RSN Strukturell dichte Gruppen
Plex

Relaxiere Cliquenbegriff, so dass konstant viele Verbindungen zu
Gruppenmitgliedern bei jedem Knoten fehlen diirfen.

Definition

Sei G = (V/, E) ein ungerichteter Graph und sei k € {1,...,n—1}.
Eine Knotenteilmenge U C V heiBt k-Plex, falls 6(G[U]) > |U| — k.

Ein maximales k-Plex ist in keinem groBeren k-Plex echt enthalten.

Ein Maximum k-Plex hat maximale Kardinalitdt unter allen k-Plexen in G.)

o Jede Clique ist ein 1-Plex.
o Jedes k-Plex ist auch ein (k + 1)-Plex.

o Jeder induzierte Teilgraph eines k-Plex ist auch ein k-Plex, d.h. die
k-Plex-Eigenschaft ist abgeschlossen unter Exklusion.
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WS\ MBI iE  Strukturell dichte Gruppen

k-Plex-Durchmesser

Satz
Sei G = (V/, E) ein ungerichteter Graph auf n Knoten und sei V ein
k-Plex mit k € {1,...,n—1}.
Dann gilt:
Q@ Wenn k < %2 ist, dann gilt diam(G) < 2.

Falls zusatzlich n > 4, dann ist G zweifach kantenzusammenhangend.

Q@ Wenn k > %2 und G zusammenhdngend ist, dann gilt
diam(G) < 2k — n+ 2.
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WS\ MBI iE  Strukturell dichte Gruppen

k-Plex-Durchmesser

Beweis.

Fall k < 22
o fiir adjazente Knoten v und v gilt d(u,v) =1
@ Seien u,v € V also nicht adjazente Knoten (u # v)
e Annahme: d(u,v) >3 = N(u)NN(v)=0, d.h.

n—2>|N(u)UN(v)| >26(G) >2(n—k)> ...

2
...>2<n—n; ):n—2

(Widerspruch)
= d(u,v) <2 = diam(G) <2
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Szl diite Guppen
k-Plex-Durchmesser

Beweis.
Fall k < %2, n > 4:

@ Annahme: 3 Briicke e, d.h. G — {e} enthilt zwei
Zusammenhangskomponenten V4 und V>

@ Jeder kiirzeste Pfad von einem Knoten in V; zu einem Knoten in V,
muss diese Briicke benutzen.

= Da diam(G) < 2, muss eine Komponente ein einzelner Knoten sein.
Dieser Knoten v hat Grad deg(v) = 1.

@ Da V ein k-Plex mit n > 4 Knoten ist, gilt fiir den Grad dieses
Knotens v aber auch:  deg(v) >n—k >n— 22 =022 >1
(Widerspruch)

= Es existiert keine Briicke in G bzw.
G ist 2-fach kantenzusammenhangend.

v

H. Taubig (TUM) Fortg. Netzwerk- u. Graph-Algorithmen WS'12/13 321 / 552



(RSN Strukturell dichte Gruppen

k-Plex-Durchmesser

Beweis.
Fall k > 2.

R

Sei {v, v1,...,V,} ein langster kiirzester Pfad, also ein Pfad mit
d(vo, v,) = r = diam(G).
Annahme: r > 4 (sonst ist r < 4 =222 — n42 < 2k — n+2)

Da es keinen kiirzeren Pfad zwischen vy und v, gibt, ist v; zu keinem
der Knoten vy, ..., Vj_2, Vit2, ..., Vv, auf dem Pfad adjazent, auBer zu
seinen Pfad-Nachbarknoten v;_; und vj

AuBerdem kann kein Knoten existieren, der gleichzeitig zu vy und
zu v3 adjazent ist.

(o} {va,v3,...,v, } W (N(v3) \ {2, va}) C N(w)
1—|—(r—1)—|—dG(V3)—2§k = r+(n—k)—2§k
diam(G) =r <2k —n+2

Ol

v
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Solittiell cldii Gl
(k-)Plex Problem

Problem

Problem: Plex
Eingabe:  Graph G,
GréBenparameter £ und
Plex-Parameter k
Frage: Existiert ein k-Plex der Kardinalitit > ¢ in G7

@ (variables) Entscheidungsproblem Plex ist N'P-vollstindig, da das
Clique-Problem sich darauf reduzieren lasst (mit k = 1)

= Betrachte das Problem fiir feste Plex-Parameter ¢
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Solittiell cldii Gl
c-Plex Problem

Problem

Problem: c-Plex
Eingabe: Graph G, Parameter ¢ € IN
Frage: Existiert ein c-Plex der Kardinalitit > ¢ in G?

Genau wie 1-Plex=Clique sind auch alle anderen Probleme fiir einen
festen Plex-Parameter ¢ N'P-vollstindig:

Satz
c-Plex ist N'P-vollstandig fiir alle c € IN. J

Beweis: durch Reduktion von Clique, siehe z.B. Brandes/Erlebach (Eds.):
Network Analysis (S.128).
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(RSN Strukturell dichte Gruppen

Cores

Relaxiere Cliquenbegriff, so dass konstant viele Verbindungen zu
Gruppenmitgliedern bei jedem Knoten mindestens vorhanden sein miissen.

Definition
Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph und sei k € {1,...,n— 1} eine
natiirliche Zahl.

Dann wird ein Subset U C V als k-Core (k-Kern) bezeichnet, falls
d(G[U]) > k.

Ein maximaler k-Core ist in keinem groBeren k-Core echt enthalten.

Ein Maximum k-Core hat maximale Kardinalitat unter allen k-Cores in G. )
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Szl diite Guppen
k-Core-Eigenschaften

Jeder Graph G ist ein §(G)-Core, jede Clique ist ein (n — 1)-Core.
Jeder (k + 1)-Core ist auch ein k-Core.

Jeder k-Core ist ein (n — k)-Plex.

Wenn U und U’ k-Cores sind, dann ist auch (U U U’) ein k-Core.

Maximale k-Cores sind einzigartig.

OU'OOOO

Nicht jeder induzierte Teilgraph eines k-Cores ist auch wieder ein
k-Core, d.h. die k-Core-Eigenschaft ist nicht abgeschlossen unter
Exklusion.

Bsp.: Jeder Kreis ist ein 2-Core, aber jeder echte Teilgraph enthilt
mindestens einen Knoten vom Grad < 2.

@ k-Cores sind auch nicht geschachtelt. (Nicht jeder k-Core der GroBe n
enthdlt einen k-Core der GréBe n —1.)

@ k-Cores miissen nicht unbedingt zusammenhangend sein.
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(RSN Strukturell dichte Gruppen

Maximale zusammenhangende k-Cores

Fakt

Sei G = (V/, E) ein ungerichteter Graph und k > O eine natiirliche Zahl.
Wenn U und U’ zwei maximale zusammenhangende k-Cores in G mit
U # U’ sind, dann gibt es keine Kante zwischen U und U'.

Folgerung
@ Der einzige Maximum k-Core eines Graphen ist die Vereinigung seiner
maximalen zusammenhangenden k-Cores.

@ Der Maximum 2-Core eines zusammenhdngenden Graphen ist
zusammenhdangend.
(Wenn er es nicht wére, kénnte man die Teile verbinden und alle
neuen Knoten hatten mindestens Grad 2.)

o Ein Graph ist genau dann ein Wald, wenn er keine 2-Cores enthilt.
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(RSN Strukturell dichte Gruppen

Der Maximum k-Core

Satz

Sei G = (V/, E) ein ungerichteter Graph und k > O eine natiirliche Zahl.
Wenn man wiederholt alle Knoten mit Grad < k (und alle inzidenten
Kanten) entfernt, dann entspricht die verbleibende Knotenmenge U genau
dem Maximum k-Core.

Beweis.
@ U ist ein k-Core, d.h. wir miissen nur noch Maximum zeigen.
@ Annahme: U ist nicht Maximum k-Core.

= 3 nichtleere Menge T C V, so dass UU T Maximum k-Core

@ Als der erste Knoten von T aus G entfernt wurde, muss er Grad < k
gehabt haben. Das kann aber nicht sein, da er mindestens
k Nachbarn in UU T hat und alle anderen Knoten noch im Graph
enthalten waren. (Widerspruch)

O
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Solittiell cldii Gl
Core-Zerlegung

Definition
Die Core-Zahl £5(v) eines Knotens v € V ist die héchste Zahl k, so dass
v Teil eines k-Cores im Graphen G ist, d.h.

&6(v) = max{k : 3k-Core U in G mit v € U}

Algorithmus zur Berechnung arbeitet nach folgendem Prinzip:
o Jeder Graph G ist ein §(G)-Core.

o Jeder Nachbarknoten mit geringerem Grad verringert die potentielle
Core-Zahl eines Knotens.
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(RSN Strukturell dichte Gruppen

Berechnung der Core-Zahlen

Algorithmus 8: Berechnung der Core-Zahlen
Input : Graph G = (V,E)
Output : Array £ mit den Core-Zahlen aller Knoten in G

Berechne die Grade aller Knoten und speichere sie in D;
Sortiere V in aufsteigender Grad-Folge D;
foreach v € V in sortierter Reihenfolge do
¢c(v):=D|v];
foreach Nachbar u von v do

if D[u] > D[v] then

L D[u] := D[u] - 1,

Sortiere V in aufsteigender Grad-Reihenfolge nach D
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(RSN Strukturell dichte Gruppen

Berechnung der Core-Zahlen

Komplexitat:
e naiv:  O(mnlog n)
(teuerste Operationen: Sortieren der Knoten nach dem Grad)

@ besser: O(m+ n)
» Knotengrade sind Werte aus dem Intervall [0, n — 1]
= Sortieren mit n Buckets in O(n)

» Nachsortieren kann man sich sparen: man merkt sich, an welchen
Indizes im Array die Knoten des nichsten Grads beginnen.

Beim Dekrementieren des Werts eines Knotens kommt der Knoten
einfach an den Anfang des alten Intervalls und dann wird die Grenze

um eine Stelle verschoben, so dass er nun zum Intervall des kleineren
Grads gehort (in O(1)).

» O(n) fiir Initialisierung / Sortieren,
O(m) fiir die Schleifendurchldufe (jede Kante wird héchstens zweimal
betrachtet), also insgesamt O(m + n)
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Szl Gl S
Dichte Subgraphen

Definition
Sei G = (V/, E) ein ungerichteter Graph mit n > 1 Knoten und m Kanten.
Dichte p(G) des Graphen G:

p(G) = m

Ein durch eine Knotenteilmenge U C V eines Graphen G = (V, E)
induzierter Teilgraph heiBt 7-dicht (fiir eine reelle Zahl n mit 0 <7 < 1),
falls gilt:

p(GIU]) = n

Aber: selbst (Teil-)Graphen mit hoher Dichte kdnnen isolierte Knoten
enthalten!
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Szl Gl S
Eigenschaften

e Cliquen sind 1-dichte (Teil-)Graphen.

o Ein k-Plex hat Dichte 1 — 4=1

= Fiir n — oo gilt fiir k-Plexe n — 1 bzw.
Vk >0, 0<n<1: ein k-Plex der GroBe mindestens l{f_g ist ein
n-dichter (Teil-)Graph.
@ Aber: nicht jeder 1 — ﬁj—dichte (Teil-)Graph ist auch ein k-Plex.

o Ein k-Core ist ein —%;-dichter (Teil-)Graph.
Die Dichte von k-Cores kann sich fiir n — oo beliebig nah an 0
annahern.

@ n-dichte Graphen sind nicht abgeschlossen unter Exklusion
(Knotenausschluss), sie sind aber geschachtelt.
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Szl Gl S
Schachtelung von n-dichten Graphen

Satz
Sei n eine reelle Zahl mit 0 < n <1, dann gilt:

Ein n-dichter Teilgraph der GréBe ¢ > 2 eines Graphen G enthilt einen
n-dichten Teilgraph der GréBe { — 1 in G.
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Sigiisid i Ciuppn
Schachtelung von n-dichten Graphen

Beweis.

Sei
@ U ein n-dichter Teilgraph von G mit |U| = ¢,
e my die Anzahl der Kanten in G[U],

@ v ein Knoten mit minimalem Grad in G[U],
also deg gy (v) = 0(G[U])

Dann
o §(G[U]) < d(G[U]) = #+ = p(G[U]) - (£ 1)
@ Betrachte Knotenteilmenge U’ = U\ {v} mit Kantenanzahl
my — 8(G[U]) = p(GIU]) - (5) — p(GLU]) - (¢ = 1) = p(G[U]) - ()
= p(G[U']) = p(G[U]) = 1
= U’ ist ein n-dichter Teilgraph der GroBe ¢ — 1.

O]

v
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Dichte und Wege

Definition der Dichte entspricht der durchschnittlichen Existenz von
moglichen Kanten innerhalb eines (induzierten) Teilgraphen

o Jede ungerichtete Kante entspricht zwei gerichteten Wegen der
Lange 1.
@ Verallgemeinerung: Dichte auf der Basis (gerichteter) Wege (Walks)

beliebiger Lange (mit moglichen Knoten-/Kantenwiederholungen)

@ Grad der Ordnung ¢ € IN eines Knotens v,
Anzahl der Wege der Lénge ¢ in G, die in v starten: wy(v)

wo(v) =1, wy(v) = deg(v)
Anzahl Wege der Lange £ in einem Graphen G: wy

Wwo = n, W1:2m
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Anzahl Wege der Lange /¢

Satz
Sei G = (V/, E) ein ungerichteter Graph.

Fiir alle ¢ € IN und fiir alle r € {0, ..., ¢} gilt:

we(G) = > wr(v) - we_r(v)

vev
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Anzahl Wege der Lange /¢

Beweis.
o Jeder Weg der Lange ¢ besteht aus (nicht unbedingt verschiedenen)
Knoten vy, ..., v.

@ Betrachte nun von jedem solchen Weg den Knoten v,

(fiir ein festgelegtes r € {0, ..., (}).
@ Es gibt w,(v,) verschiedene Wege der Lange r, die in v, enden, und es

gibt wy_,(v,) verschiedene Wege der Lange ¢ — r, die in v, beginnen.

= Es gibt also w,(v;) - wy—,(v,) verschiedene Wege der Lange ¢, die an
der Stelle r den Knoten v, besuchen.

= Die Summe ergibt genau die Anzahl aller Wege der Lange ¢, da die
entsprechenden Wege der einzelnen Summanden sich im Knoten an
der Stelle r unterscheiden und somit nichts doppelt gezdhlt wird.

Ol

v
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Dichte der Ordnung /¢

@ Maximal mogliche Anzahl von Wegen der Linge ¢ in einem Graphen

mit n Knoten (also im vollstandigen Graphen K,):
n-(n—1)"
@ Dichte der Ordnung ¢: (fiir Graphen mit n > 2)

wy(G)

pe(G) = n (= 1)

= p1(G) = p(G), denn in wy(G) z&hlt jede Kante doppelt:

B wq ~_2m  m
’Ol_n(n—l)l_n(n—l)_@_p
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Monotonitat der Dichte
Satz
Fiir alle Graphen G und alle natiirlichen Zahlen ¢ > 2 gilt:

pe(G) < pe-1(G)

Beweis.

Da gilt wp =", o\ w(v) - we—,(v), gilt insbesondere fiir r = 1:

we = w(v)-wea(v) =) deg(v) - wii(v)

vev vevVv
< (n=1)-) wea(v)=(n—1) - wey
veVv
_ W (n=1)-wpry _ wpr
PE =1 = a(n—1)¢  n(n—1)f1 " Pt

O]
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n-dichte Teilgraphen der Ordnung /¢

Definition
In einem Graphen G = (V, E) bezeichnet man den durch eine

Knotenteilmenge U C V induzierten Teilgraphen genau dann als 7-dichten
Teilgraphen der Ordnung /¢, wenn gilt

pe(G[U]) =1

o Jeder n-dichte Teilgraph der Ordnung /¢ ist auch ein n-dichter
Teilgraph der Ordnung ¢ — 1 (siehe Monotonitatssatz).

e Die n-dichten Teilgraphen der Ordnung ¢ > 2 sind (wie die n-dichten
Teilgraphen) nicht abgeschlossen unter Exklusion, aber geschachtelt.

o Fiir eine festlegte Dichte n werden die n-dichten Graphen wachsender
Ordnung einer Clique immer dhnlicher.
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Dichte unendlicher Ordnung
Definition

Die Dichte unendlicher Ordnung ist

Poo(G) = €|l>no10 pe(G)

Satz
Sei G = (V/, E) ein ungerichteter Graph
Q po(G) ist entweder Null oder Eins.

@ G ist genau dann eine Clique, wenn py, = 1.

@ Die einzigen Graphen, die fiir ein n > 0 und fiir jede Ordnung ¢
n-dicht der Ordnung ¢ sind, sind die Cliquen.

@ Die Ordnung erlaubt eine gewisse Skalierung, wie wichtig
Kompaktheit im Vergleich zu Dichte ist.
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Durchschnittsgrad

@ Dichte und Durchschnittsgrad hingen direkt zusammen:
d(G) =p(G)-(n—1)

o k-dichter (Teil-)Graph bzgl. Durchschnittsgrad:
(Teil-)Graph G mit d(G) > k

@ n-dichte Graphen bzgl. prozentualer Dichte der GroBe £ sind
n(¢ — 1)-dichte Graphen bzgl. Durchschnittsgrad.

@ k-dichte Graphen bzgl. Durchschnittsgrad der GroBe ¢ sind
ﬁ—dichte Graphen bzgl. prozentualer Dichte.

o Jeder k-Core ist ein k-dichter (Teil-)Graph, aber nicht umgekehrt.

@ k-dichte Teilgraphen sind nicht abgeschlossen unter Exklusion und
auch nicht geschachtelt:
Loscht man aus einem k-reguldren Graph einen beliebigen Knoten,
fallt der Durchschnittsgrad unter k.
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Verallgemeinerung des Satzes von Turan

Extremale Graphentheorie

Wieviele Kanten kann ein Graph maximal enthalten, ohne dass ein
bestimmter Teilgraph enthalten ist?

bzw.: Welche Kantenzahl erzwingt einen bestimmten Teilgraph?

Satz (Dirac, 1963)
Sei G = (V/, E) ein ungerichteter Graph mit n Knoten und m Kanten.

Wenn m > ”72 : % dann enthilt G einen Teilgraphen der GréBe k + r
mit Durchschnittsgrad

r

d>k+r—1-—
k+r

fir aller € {0,...,k—2} und k +r < n.

(Der Fall r = 0 entspricht dem Satz von Turén.)
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Der groBtmogliche Durchschnittsgrad

7(6) = max {deg(G[U])}

Problem

Problem: DensestSubgraph
Eingabe:  Graph G
Ausgabe: Teilgraph mit maximalem Durchschnittsgrad

Satz
Das Problem DensestSubgraph kann fiir Graphen mit n Knoten und
m Kanten in Zeit O (mn(log n) <Iog ”—;)) gelost werden.
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Der groBtmogliche Durchschnittsgrad

Beweis:

@ Formulierung von DensestSubgraph als MaximumFlow-Problem mit
Parameter v € Q*

@ Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph mit n Knoten und m Kanten.

@ Betrachte (gerichtetes) Flussnetzwerk bestehend aus Graph
G = (V', E’) und Kapazitatsfunktion v, : E' — Q*

o Fiige zu V eine Quelle s und eine Senke t hinzu:
Vi=Vu{s,t}
E' = {(v,w),(w,v): {v,w} € E} U
{(s,v):veV}u
{(v,t):veV}}
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Der groBtmogliche Durchschnittsgrad

Neue Kanten (in G):
o fiir jede ungerichtete Kante in G zwei gerichtete Kanten der
Kapazitat 1,
o verbinde Quelle s mit allen Knoten in V durch Kante der
Kapazitat m,
@ verbinde alle Knoten in V mit Senke t durch Kante der
Kapazitat m + vy — degg(v).

1 falls {v,w} € E
( ) = m falls v=s
SWTEY mty - degg(v) fallsw =t
0 falls (v, w) ¢ E’

H. Taubig (TUM) Fortg. Netzwerk- u. Graph-Algorithmen WS'12/13

347 / 552



Szl Gl S
Der groBtmogliche Durchschnittsgrad

@ Betrachte Schnitt-Kapazitdten im Netzwerk

o Partitionierung der Knotenmenge V' in zwei disjunkte Mengen
Sund TmitseSundteT.

@ Sei S, =S\ {s}tund T, =T\ {t},also S, UTL =V
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Der groBtmogliche Durchschnittsgrad

Falls S, = (), dann ist die Kapazitit des Schnitts ¢(S,S) = m|V| = mn,
ansonsten erhilt man

c(5, 7)) = Z uy(v, w)
veS,weT
= Y ulw Y ntnr Y uvw
weT, vES, vES, ,weT,
SR COEETENED SEE ) P Ol
vES, V€{5+,‘;§Z+

1
= VIS |- (X e - X 1)

veS, VESL ,wET,
{v.w}eE

= m|V|+|S| (v — deg(G[S1]))
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Der groBtmogliche Durchschnittsgrad

@ 7 ist der Test-Wert fiir den maximalen Durchschnittsgrad.

@ Wie kann man nun feststellen, ob er zu klein oder zu groB ist?

Satz

Seien S und T so gewshlt, dass sie einem Minimum-s, t-Schnitt fiir
entsprechen. Dann gilt:

@ Wenn S # 0, dann v < +*(G).
@ Wenn S; =0, dann v > v*(G).
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Der groBtmogliche Durchschnittsgrad

Beweis.
Q S, #0:
Da c({s}, V' \ {s}) = m|V| > c(S, T), gilt
S| (v — deg(G[S4])) < 0.
Also v < deg(G[S4]) < 7v*(G).

Q@ S =0 Annahme: v <7*(G)
Sei U C V eine nichtleere Menge mit deg(G[U]) = v*(G).
Mit der Gleichung fiir ¢(S, T) erhélt man

c(UU{s},UU{t}) = mn+ |U|(y —v*(G)) < mn=c(S,T)

(Widerspruch zur Minimalitat der Schnittkapazitat c(S, T))
=7 27(G)

O]

v
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Der groBtmogliche Durchschnittsgrad

@ Algorithmus benutzt bindre Suche, um den richtigen Wert fiir -y zu
finden

e 7*(G) kann nur endlich viele Werte annehmen:
» 2 . .
v(G) € {7 i€{0,...,m}und j € {1,...,n}}

o kleinste mogliche Distanz zwischen zwei Werten der Menge ist ﬁ
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Der groBtmogliche Durchschnittsgrad

Algorithmus 9: DensestSubgraph mit MinCut und bindrer Suche
Input : Graph G = (V,E)
Output : Eine Menge von k Knoten von G

Initialisiere / := 0, r := m und U := {;
: 1
while r —I—ZrZ m do
Y=o
Konstruiere Fluss-Netzwerk (V', E', u,);
Finde Minimum-Schnitt (S, T) des Fluss-Netzwerks;

if S={s} then

L r=vy
else
[ :=;
U:=S5—{s}
return U
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Der groBtmogliche Durchschnittsgrad

e Iteration wird [log((m + 1)n(n —1))] = O(log n)-mal ausgefiihrt

@ In jeder Iteration MinCut-Berechnung ,
mit Push-Relabel-Algorithmus (Goldberg/Tarjan) in O(mnlog %) fiir
ein Netzwerk mit n Knoten und m Kanten
(Wir haben zwar n + 2 Knoten und 2m + 2n Kanten, das dndert
asymptotisch aber nichts.)

= Gesamtkomplexitat: O (mn(log n)(log ”—j))

. . . 2
@ mit parametrischen MaxFlow-Algorithmen: O (mnlog %)
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Durchschnittsgrad in gerichteten Graphen

@ Wie kann Dichte im Sinne von Durchschnittsgrad auf gerichtete
Graphen angewandt werden?

@ Durchschnittlicher Eingangs- und Ausgangsgrad sind gleich.

= keine orientierungsabhangigen MaBe

@ zwei nichtleere (nicht unbedingt disjunkte) Knotenmengen S, T € V
e E(S, T): Menge der Kanten von S nach T:

E(S,T)={(u,v):ueSundveT}

Durchschnittlicher gerichteter Grad des Paars (S, T)
(Kannan & Vinay, 1999):

[E(S, T
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Durchschnittlicher gerichteter Grad

@ S: Menge der Hubs, T: Menge der Authorities

e Fiir S = T: konventioneller durchschnittlicher
(Eingangs-/Ausgangs-)Grad:

degg (S, T) = degg(G[S])

@ Durchschnittsgrad-Maximum eines gerichteten Graphen G = (V/, E):
= max {dEe(S.T))

S, TCV
S£O,T40

@ Kann mit Linear Programming in Polynomialzeit gelost werden
(Charikar, 2000).
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Dense /-Subgraph

e Graph mit Durchschnittsgrad deg(G) muss nicht unbedingt einen
echten Teilgraphen mit gleichem Durchschnittsgrad enthalten.

@ Maximum des Durchschnittsgrads eines Teilgraphs auf ¢ Knoten:

v*(G, £) = max {@(G[U]) U C Vund |U| = E}

Problem

Problem: Dense-/-Subgraph

Eingabe: Graph G, Parameter £ € IN

Frage: Eine Knotenmenge der Kardinalitdt £ mit maximalem
induzierten Durchschnittsgrad
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Dense /-Subgraph

e Optimierungsproblem Dense /-Subgraph ist N'P-hart,
denn Instanz (G, ¢,¢ — 1) des zugehdrigen Entscheidungsproblems
entspricht der Suche nach einer Clique der GréBe £ in G.

= Wie sieht es mit Approximation aus?
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Greedy-Approximation fiir Dense /-Subgraph

Algorithmus 10: Approximation eines /-Subgraph mit hohem deg
Input : Graph G = (V, E) und

gerader Parameter £ € IN (mit |V| > ¢)
Output : Menge von ¢ Knoten von G

Sortiere die Knoten in absteigender Reihenfolge ihrer Grade;
¢

Sei H die Menge von 5 Knoten von hochstem Grad;

Berechne Ny(v) = |N(v) N H]| fiir alle Knoten v € V' \ H;

Sortiere die Knoten in V' \ H in absteigender Reihenfolge der Ny-Werte;
Sei R die Menge von g Knoten von V' \ H mit den héchsten Ny-Werten;

return HUR

H. Taubig (TUM) Fortg. Netzwerk- u. Graph-Algorithmen WS'12/13 359 / 552



Szl Gl S
Greedy-Approximation fiir Dense /-Subgraph

Satz

Sei G ein Graph auf n Knoten und sei ¢ € IN eine gerade natiirliche Zahl
mit ¢ < n.
Sei A(G, () der Durchschnittsgrad des induzierten Teilgraphen, der vom
vorstehenden Algorithmus ausgegeben wird.
Dann gilt:

“ 2n

bzw.

I
> LA
A(G,0) = 5 7(6,0)
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Greedy-Approximation fiir Dense /-Subgraph

Beweis.

e Fiir Knotenteilmengen U, U’ C V sei E(U, U’) die Menge der Kanten
mit einem Endpunkt in U und einem Endpunkt in U’

e Sei my = |E(G[U])|

@ Sei degy der Durchschnittsgrad der % Knoten von G mit héchstem
Grad beziiglich G. Es gilt: degy > v*(G, {).

@ Man erhilt fur die Anzahl der Kanten zwischen H und dem Rest
V\ H:

|E(H, V\ H)| = degy, |H| — 2mp =

d .
eg2H ¢ —2mH > 0
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Greedy-Approximation fiir Dense /-Subgraph

Beweis.

o Weil der Algorithmus greedy (gierig) arbeitet, muss der Anteil der
Kanten nach R (i.Vgl. zu V \ H) mindestens so groB sein, wie der
Anteil der Knoten:

E(HRL _ IRl _ 42 _ £

[E(H,V\H) ~ [V\H| _n—0/2 2n—£" 2n

@ Also ist die Gesamtzahl der Kanten in G[H U R] mindestens

degH -0 Y4 degH '62
SH ™ 9 . > —°H ™
( 2 mH) 2n 0 = 4n
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Approximation von Dense /-Subgraph

@ Die Approximationsgiite wird umso besser, je groBer ¢ im Vergleich
zu n ist.

e Es gibt andere Approximationsverfahren mit Giite O(7), z.B. durch
rekursives Loschen von Knoten mit kleinstem Grad.
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Parametrisierte Dichte

o Schwelle fiir Dichte (density threshold) ~: IN — Q4

» v soll in Polynomialzeit berechenbar sein und
» V0 e IN: ~(¢) < -1 soll gelten

@ Knotenteilmenge U heiBt genau dann 7-dicht, wenn
deg(G[U]) = 7(IU))

Problem

Problem: ~-Dense Subgraph

Eingabe: Graph G, Parameter ¢ € IN

Frage: Existiert eine y-dichte Knotenmenge bzgl.
Durchschnittsgrad der Kardinalitdt £ in G?
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Parametrisierte Dichte

@ v(¢) = ¢ — 1 entspricht Clique-Problem und ist A"P-vollstindig

@ y(¢) = 0 ist trivial, denn jede Menge U bestehend aus ¢ Knoten ist
eine Losung, die Antwort ist also immer “ja", wenn ¢ < |V/|

@ Welche Funktionen ~(¢) erlauben noch Ldsbarkeit in Polynomialzeit?

Satz
Sei v eine Schwellwertfunktion fiir die Dichte.
Q FRallsv=2+0 (%) dann ist -dense Subgraph in Polynomialzeit
losbar.

@ Falls v =2+ Q(#%) fiir ein & > 0, dann ist y-dense Subgraph
NP-vollstindig.
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Parametrisierte Dichte

e Einen Teilgraph mit /-Knoten und Durchschnittsgrad deg > 2 zu
finden, geht also in Polynomialzeit.

o Aber einen Teilgraph mit /-Knoten und Durchschnittsgrad deg > 2+ ¢
(fiir e > 0) zu finden, geht nicht in Polynomialzeit falls P # NP.

@ k-Cores lieBen sich in Linearzeit berechnen
(sogar fiir alle k gleichzeitig)

= riesiger Komplexitdtsunterschied zwischen statistischer und
struktureller Dichte!
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Ubersicht

@ Zusammenhang
@ Definitionen
@ Fundamentale Satze
@ Schnitte minimaler Kantenkapazitat
@ Der Stoer/Wagner-Algorithmus fiir globale MinCuts
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Zusammenhang Definitionen

Zusammenhang in Graphen / Netzwerken

@ beschiftigt sich mit der Starke der Verbindung zwischen zwei Knoten
in Bezug auf die Anzahl knoten- bzw. kantendisjunkter Wege

@ “Eine Kette ist nur so stark wie ihr schwachstes Glied.”

= Wir suchen nach den schwiachsten Elementen, die beim Entfernen die
Verbindung zerstoren.

Definition
Ein ungerichteter Graph heit zusammenhangend, wenn es von jedem
Knoten einen Pfad zu jedem anderen Knoten gibt.

Ein maximaler zusammenhangender induzierter Teilgraph wird als
Zusammenhangskomponente bezeichnet.
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Zusammenhang Definitionen

Knoten-Zusammenhang

Definition

Ein ungerichteter Graph G = (V/, E) heiBt k-knotenzusammenhingend,
falls [V| > k und fiir jede echte Knotenteilmenge X C V mit |X| < k der
Graph G — X zusammenhadngend ist.

Der Knotenzusammenhang «(G) des Graphen G ist die groBte natiirliche
Zahl k, fiir die G k-knotenzusammenhiangend ist.

Bemerkungen:

@ Jeder nicht-leere Graph ist 0-knotenzusammenhiangend, da es keine
Teilmenge X mit | X]| < 0 gibt.

@ Obwohl es wiinschenswert wére, dass die Bezeichnung
“1-knotenzusammenhangend” gleichzusetzen ist mit der Bezeichnung
“zusammenhangend”, wird iiblicherweise der Graph bestehend aus nur
einem einzelnen Knoten zwar als zusammenhingend, aber nicht
1-zusammenhangend bezeichnet.
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Zusammenhang Definitionen

Kanten-Zusammenhang und k-Komponenten

Definition

Ein ungerichteter Graph G = (V/, E) heiBt k-kantenzusammenhangend,
falls |V| > 2 und fiir jede Kantenteilmenge Y C E mit | Y| < k der Graph
G — Y zusammenhangend ist.

Der Kantenzusammenhang A\(G) des Graphen G ist die groBte natiirliche
Zahl k, fiir die G k-kantenzusammenhangend ist.

Der Kantenzusammenhang eines unzusammenhangenden Graphen sowie
des Graphen bestehend aus einem einzelnen Knoten ist 0.

Definition
Die maximalen k-fach knoten-/kanten-zusammenhéngenden Teilgraphen
werden als k-Knoten-/Kanten-Zusammenhangskomponenten bezeichnet.

V.
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Zusammenhang Definitionen

Zusammenhang in gerichteten Graphen

Definition
Ein gerichteter Graph ist stark zusammenhangend, wenn es fiir jeden
Knoten einen gerichteten Pfad zu jedem anderen Knoten gibt.

Ein maximaler stark zusammenh&ngender induzierter Teilgraph wird als
starke Zusammenhangskomponente bezeichnet.

Knoten- und Kantenzusammenhang kdnnen auf gerichtete Graphen
tibertragen werden, indem man in der jeweiligen Definition fordert, dass
G — X bzw. G — Y stark zusammenhéingend ist.
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Zusammenhang Definitionen

Separatoren

Definition

Sei G = (V/, E) ein ungerichteter Graph.

Eine Knotenteilmenge C C V heiBt Knoten-Separator, wenn die Anzahl
der Zusammenhangskomponenten in G — C gréBer als in G ist.

Falls zwei Knoten s und t zwar in G in der gleichen
Zusammenhangskomponente sind, aber nicht in G — C, dann bezeichnet
man C als s-t-Knoten-Separator.

Kanten-Separatoren und s-t-Kanten-Separatoren sind analog definiert.

s-t-Separatoren konnen auch auf gerichtete Graphen iibertragen werden:
eine Knoten- bzw. Kantenmenge ist dann ein s-t-Separator, wenn es
keinen gerichteten Pfad mehr von s nach t gibt, nachdem die Menge aus
dem Graph entfernt wurde.

H. Taubig (TUM) Fortg. Netzwerk- u. Graph-Algorithmen WS'12/13 372 / 552



Zusammenhang Definitionen

Disjunkte Pfade

Definition

Zwei (gerichtete oder ungerichtete) Pfade von s nach t werden als
knotendisjunkte s-t-Pfade bezeichnet, wenn sie keinen Knoten auBer s
und t gemeinsam haben.

Zwei Pfade werden als kantendisjunkte Pfade bezeichnet, wenn sie keine
Kante gemeinsam haben.

H. Taubig (TUM) Fortg. Netzwerk- u. Graph-Algorithmen WS'12/13 373 / 552



Zusammenhang Definitionen

Disjunkte s-t-Pfade

2 knotendisjunkte 1-11-Pfade 3 kantendisjunkte 1-11-Pfade
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Zusammenhang Definitionen

Lokaler Zusammenhang

Definition

Fiir zwei Knoten s und t eines Graphen G ist der lokale
(Knoten-)Zusammenhang (s, t) definiert als die minimale Anzahl von
Knoten, die entfernt werden miissen, damit es keinen Weg mehr von s
nach t gibt.

Fiir den Fall, dass zwischen s und t eine Kante existiert, kdnnen sie nicht
durch das Loschen von Knoten separiert werden. Deshalb wird der lokale
(Knoten-)Zusammenhang in diesem Fall kg (s, t) = n— 1 definiert.
(Anderenfalls wére hochstens k¢(s, t) = n — 2 moglich.)

Der lokale Kanten-Zusammenhang zweier Knoten s und t ist entsprechend
definiert als die minimale Anzahl von Kanten, die entfernt werden miissen,
damit es keinen Weg mehr von s nach t gibt.
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Zusammenhang Definitionen

Lokaler Zusammenhang

Hinweis:

Fiir ungerichtete Graphen gilt kg(s,t) = kg(t,s) und Ag(s,t) = Ag(t,s),
was fiir gerichtete Graphen im Allgemeinen nicht gilt.

H. Taubig (TUM)
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Zusammenhang Definitionen

Wiederholung: Zweifachzusammenhang

Definition
Ein Artikulationsknoten ist ein Knoten, der beim Entfernen aus dem
Graphen die Anzahl der Zusammenhangskomponenten erhéht.

Eine Briicke ist eine Kante, die beim Entfernen aus dem Graphen die
Anzahl der Zusammenhangskomponenten erhoht.

Eine Zweifachzusammenhangskomponente ist ein maximaler 2-fach
(knoten-)zusammenhangender Teilgraph.

Ein Block ist ein maximaler zusammenhangender Teilgraph, der keinen
Artikulationsknoten enthilt, d.h. die Menge aller Blocks eines Graphen
besteht aus den isolierten Knoten, den Briicken, sowie den
Zweifachzusammenhangskomponenten.
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Zusammenhang Fundamentale Satze

Block-Graph und CutPoint-Graph

Definition
Der Block-Graph B(G) eines Graphen G hat jeweils einen Knoten fiir
jeden Block von G (auBer fiir isolierte Knoten), wobei zwei Knoten des

Block-Graphen adjazent sind, wenn die entsprechenden Blocke in G einen
(Artikulations-)Knoten gemeinsam haben.

Der CutPoint-Graph C(G) eines Graphen G hat jeweils einen Knoten fiir
jeden Artikulationsknoten von G, wobei zwei Knoten des
CutPoint-Graphen adjazent sind, wenn die entsprechenden
Artikulationsknoten in G zum gleichen Block gehdren.

Satz (Harary)
Fiir jeden Graphen gilt:

B(B(G)) = C€(G) und B(C(G)) = C(B(G))

v
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Zusammenhang Fundamentale Satze

Block-CutPoint-Graph

Definition

Der Block-CutPoint-Graph eines Graphen G ist der bipartite Graph, dessen
Knotenmenge aus je einem Knoten fiir jeden Artikulationsknoten von G
und je einem Knoten fiir jeden Block von G besteht, wobei ein
CutVertex-Knoten mit einem Block-Knoten genau dann durch eine Kante
verbunden ist, wenn der Artikulationsknoten zu dem entsprechenden Block
gehort.

Satz (Harary & Prins)

Der Block-CutPoint-Graph eines zusammenhdngenden Graphen ist ein
Baum.
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VAN LENT  Fundamentale Satze

Fundamentale Ungleichung

Satz
Fiir jeden Graphen G gilt:

r(G) < A(G) <4(6)

Beweis.

@ Spezialfall:  Fiir unzusammenhangende Graphen sowie den Graph mit
nur einem Knoten gilt k(G) = A(G) =0 < §(G).

@ Ansonsten: Die inzidenten Kanten eines Knotens v mit
deg(v) = 9(G) bilden einen Kanten-Separator.
= MG) <4(G)
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Zusammenhang Fundamentale Satze

Fundamentale Ungleichung

Beweis.

@ Sei G = (V, E) ein Graph mit mindestens zwei Knoten.
Betrachte Kanten-Separator minimaler Kardinalitat.
Dieser partitioniert die Knotenmenge in S und S = V' \ S.

@ Falls alle Kanten zwischen S und S vorhanden sind, gilt
AG) =1S|-15] > n—1> 5(G)
(|S|-|S]| ist am kleinsten, wenn nur 1 Knoten von den restlichen n — 1
abgetrennt wird)

o Anderenfalls existieren Knoten x € S und y € S mit {x,y} ¢ E,
wobei die Nachbarn von x in S zusammen mit allen Knoten aus
S\ {x}, die Nachbarn in S haben, einen Knoten-Separator bilden.
Dieser Knoten-Separator ist hochstens so groB wie die Anzahl der
Kanten von S nach S, und er separiert mindestens x und y.

O

v
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VAN LENT  Fundamentale Satze

Fundamentale Ungleichung

[ [/

@ rote und blaue Kanten bilden zusammen einen Kantenseparator

@ rote und blaue Knoten bilden einen Knotenseparator fiir x und y
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VAN LENT  Fundamentale Satze

Fundamentale Ungleichung

Der Knotenseparator hat hochstens die gleiche Kardinalitat wie der
Kantenseparator, denn

@ zu jedem roten / blauen Knoten gibt es mindestens eine rote / blaue
Kante und

e rote und blaue Kanten sind disjunkt (zu den roten ist x inzident und
zu den blauen nicht)

Warum kann man nicht einfach alle Knoten in S nehmen, die einen
Nachbarn in S haben (also x anstatt der roten Knoten)?

@ weil dann evt. keine Knoten von S iibrigbleiben

= dann gibe es keine zwei Teile, sondern nur einen
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VAN LENT  Fundamentale Satze

Das n-Chain / n-Arc Theorem

Satz (Menger, 1927)
Seien P und Q Teilmengen der Knoten eines ungerichteten Graphen.

Dann sind folgende GréBen gleich

e die maximale Anzahl knotendisjunkter Pfade, die Knoten von P mit

Knoten von Q verbinden, und

@ die minimale Kardinalitidt einer Knotenmenge, die alle Pfade zwischen

Knoten in P und Knoten in Q iiberschneidet bzw. unterbricht.
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Zusammenhang Fundamentale Satze

Der Satz von Menger

Satz (“Satz von Menger")
Seien s und t zwei Knoten eines ungerichteten Graphen.
Wenn s und t nicht adjazent sind, dann ist die maximale Anzahl

knotendisjunkter s-t-Pfade gleich der minimalen Kardinalitit eines
s-t-Knoten-Separators.

Satz (Kantenversion)

Die maximale Anzahl kantendisjunkter s-t-Pfade ist gleich der minimalen
Kardinalitit eines s-t-Kanten-Separators.

(Ford/Fulkerson, Dantzig/Fulkerson, Elias/Feinstein/Shannon, 1956)

Eng verwandt: MaxFlow-MinCut-Theorem
(Kantenversion von Menger's Theorem kann als Spezialfall gesehen
werden, wo alle Kantengewichte den gleichen Wert haben.)
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Zusammenhang Fundamentale Satze
Whitney's Theorem
Satz (Whitney, 1932)

Sei G ein nicht-trivialer Graph und k eine natiirliche Zahl.

G ist genau dann k-(knoten-)zusammenhangend, wenn alle Paare
verschiedener Knoten (s, t) durch k knotendisjunkte s-t-Pfade verbunden
werden konnen.

Schwierig bei der Herleitung ist nur, dass der Satz von Menger fordert,
dass die Knoten nicht adjazent sind.

Da diese Bedingung bei der Kantenversion nicht auftritt, folgt aus dieser
sofort:

Satz

Sei G ein nicht-trivialer Graph und k eine natiirliche Zahl.

G ist genau dann k-kanten-zusammenhangend, wenn alle Paare
verschiedener Knoten (s, t) durch k kantendisjunkte s-t-Pfade verbunden
werden kénnen.
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Zusammenhang Fundamentale Satze

Gemischter Knoten-/Kanten-Zusammenhang

Definition

Ein Paar (k,¢) heiBt Zusammenhangspaar zweier Knoten s und t eines
Graphen, falls eine Menge aus k Knoten und ¢ Kanten existiert, die jeden
Weg zwischen s und t beim Entfernen zerstort, aber es keine solche
Menge bestehend aus k — 1 Knoten und ¢ Kanten oder k Knoten und

¢ — 1 Kanten gibt.

Satz (Beineke & Harary, 1967)

Wenn (k,¢) ein Zusammenhangspaar zweier Knoten s und t in einem
Graphen ist, dann gibt es k + ¢ kantendisjunkte Pfade von s nach t, von
denen k knotendisjunkte s-t-Pfade sind.
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Zusammenhang Fundamentale Satze

Einfache Schranken

Satz

Der (Knoten-/Kanten-)Zusammenhang in einem Graphen mit n Knoten
und m Kanten ist hochstens

|_27’"J - fallsm>n—1
0: sonst

Der (Knoten-/Kanten-)Zusammenhang in einem Graphen mit n Knoten
und m Kanten ist mindestens

m— (Y falls (%) < m < (3)
0: sonst

Fiir jeden Graphen G mit 5(G) > | 5] gilt: A(G) = §(G).
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VAN LENT  Fundamentale Satze

Uberlappung von k-Knoten-Komponenten

Die offensichtliche Tatsache, dass

@ zwei verschiedene Zusammenhangskomponenten keinen Knoten
gemeinsam haben konnen und

@ zwei verschiedene Blécke hdchstens einen Knoten gemeinsamen haben
konnen,

ldsst sich wie folgt verallgemeinern:

Satz

Zwei verschiedene k-(Knoten-)Komponenten haben héchstens
k — 1 Knoten gemeinsam.
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VAN LENT  Fundamentale Satze

Nicht-Uberlappung von k-Kanten-Komponenten

Satz (Matula, 1968)

Fiir jede natiirliche Zahl k sind die k-Kanten-Komponenten eines Graphen
knotendisjunkt.

Beweis.

Ubungsaufgabe . .. O
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VAN LENT  Fundamentale Satze

Satz von Mader

Obwohl aus der fundamentalen Ungleichung x(G) < A(G) < 6(G) folgt,
dass k-Knoten-/Kanten-Zusammenhang einen Minimalgrad > k impliziert,
ist das Gegenteil nicht unbedingt der Fall.

Ein hoher Durchschnittsgrad impliziert aber die Existenz eines relativ gut
zusammenhangenden Teilgraphen:

Satz (Mader, 1972)

Jeder Graph mit Durchschnittsgrad mindestens 4k enthilt einen
k-zusammenhingenden Teilgraph.
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Zusammenhang Fundamentale Satze

Kanten-Schnitte

@ ungerichteter gewichteter Graph G = (V, E)
o Def. fiir zwei disjunkte Knotenteilmengen X, Y C V, XNY =0
w(X,Y): Gewichtssumme der Kanten von X nach Y

o fiir gerichtete Graphen analog, allerdings Unterscheidung wichtig:
Startknoten in X und Zielknoten in Y

@ Wir wollen in der Regel Kanten-Separatoren betrachten, die minimal
sind, d.h., in denen nicht mehr Kanten enthalten sind als notwendig,
um zwei Knotenmengen X und Y zu trennen.

e S=V\S

@ Schnitt (engl. cut) S bzw. (§,§): Knotenmenge mit ) € S C V,
Gewicht / Kapazitit: w(S,S) =w(S,V'\S)

@ ungewichtete Graphen: Gewicht des Schnitts ist Anzahl der Kanten
von S nach V'\ §.
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Zusammenhang Fundamentale Satze

Kanten-Schnitte minimalen Gewichts (Minimum Cuts)
Definition

Ein (globaler) Minimum Cut ist ein Schnitt mit minimalem Gewicht.
Ein Schnitt S bzw. (S, S) ist also genau dann ein Minimum Cut,
wenn fiir jeden Schnitt T bzw. (T, T) gilt

w(S,V\S)<w(T,V\T)

Fakt

In einem zusammenhéngenden Graphen mit echt positiven
Kantengewichten zerlegt jeder Minimum Cut (S, S) den Graph in zwei
Jeweils zusammenhingende Teilgraphen G[S] und G[S].

Satz

In einem Graphen mit n Knoten kann es héchstens (;’) verschiedene
Minimum Cuts geben.

v
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VAN LENT  Fundamentale Satze

Minimum Cuts

Lemma

Sei (S, V'\'S) ein Minimum Cut in G = (V,E).
Dann gilt fiir jede nicht-leere Teilmenge T C S:

w(T,S\T)>

N | >

Beweis.
@ Annahme: w(T,5\T)< %
o w(T,V\S)+w(S\T,V\S)=2A
° 0.B.dA: w(T,V\S)<3
(sonst vertausche T und S\ T)
= w(T,V\T)=w(T,S\T)+w(T,V\S) <X (Widerspruch)

O]

v
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Minimum Cuts

Notation:
e X=V\X

o Im Folgenden werden wir einen Schnitt (X, X) oft einfach nur mit X
bezeichnen.

Lemma

Seien (A, A) und (B, B) mit A # B zwei Minimum Cuts in G = (V, E), so
dass T = AU B auch ein Minimum Cut in G ist.

Dann gilt:

w(A, T) = w(B, T) = w(A\ B,B) = w(A, B\ A) = g
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Minimum Cuts
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Abbildung: Schnitt zweier Minimum Cuts A und B
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Minimum Cuts

Beweis.

:W(B7 T),
a=w(A B\ A)und
= w(AA) =at+a=2
w(B,B) =b+ 8=\
W(T,T) =a+b=2A
o Es gilt auch:

w(A\B,BUT)=a+B>Aundw (B\AAUT) =b+a >\
@ Dieses (Un-)Gleichungssystem hat nur eine Lésung:

O]

v
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VA= IO LENTA  Schinitte minimaler Kantenkapazitat

Minimum Cuts

NN g
\\ 81

N

ﬁjj D S2

Definition

Ein Paar (51, S2) heiBt Crossing Cut, falls S1, S2 Minimum Cuts sind und
keine der folgenden Mengen leer ist:

e A=5NS,,
e B=5\5,
e C=5\S%
) D=5_1ﬁ5_2
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VA= IO LENTA  Schinitte minimaler Kantenkapazitat

Crossing Cuts

X \\
SNNEENE
//k 1
/|

o410 | [ds

Lemma
Seien (S1,S,) Crossing Cuts und seien Mengen wie folgt definiert:
A=5N5,B=5\5, C=5\S5 and D=5 NS5, Dann gilt:
@ A, B, C und D sind Minimum Cuts.
Q@ w(A,D)=w(B,C)=0
@ w(A B)=w(B,D)=w(D,C)=w(C,A) =3
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Crossing Cuts

Beweis.
@ Da 51 und S Minimum Cuts sind, gilt:
w (S1,51) = w(A, C) + w(A, D) + w(B,C) + w(B,D) = A
w (52, 52) = w(A, B) + w(A, D) + w(B, C) + w(C,D) = A
= w(A, B) + w(A, C) + 2w(A, D) + 2w(B, C) + w(B, D) + w(C, D) = 2X

@ Da es keinen Schnitt mit Kapazitdt < A gibt, gilt:

w(AA) = w(AB)+w(AC)+w(A D) > A
w(B,B) = w(AB)+w(B,C)+w(B,D) > A
w(C,C) = w(AC)+w(B,C)+w(C,D) > A
w(D,D) = w(A D)+ w(B, D)+w(C D) > )\

= 2[w(A,B)+ w(A, C) + w(A,D) +w(B, C) + w(B,D) + w(C,D)] > 4\
= w(A,D) = w(B, C) =0 (keine Diagonalkanten)

v
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Crossing Cuts

Beweis.
o Die waagerechte Linie in der Abbildung entspricht dem Minimum Cut
(51, 5;1) = (AUB, CUD) = ), die senkrechte entspricht
(52,52) =(AUC,BUD) =\,
@ Analogie: Lange der Kanten entspricht Kapazitit der geschnittenen
Kanten
@ Annahme: die waagerechte und senkrechte Linie schneiden sich nicht
genau in der Mitte
= Dann definiert_eine der Teilmengen X = A, B, C oder D einen
Schnitt w(X, X) < A (Widerspruch)
= w(A,B) =w(B,D)=w(D, C) =w(C,A)
w(A,A) = w(B,B) = w(C, C) = w(D, D)

und

Il
> N>~

O]

v

H. Taubig (TUM) Fortg. Netzwerk- u. Graph-Algorithmen WS'12/13 401 / 552



Zirkulare Partitionen

Crossing Cuts in G = (V, E) partitionieren V in 4 Teile, die kreisférmig
durch 4 Kantenmengen vom jeweiligen Gewicht A\/2 verbunden sind.

Allgemeiner:
Definition
Eine zirkuldre Partition ist eine Aufteilung von V' in k > 3 disjunkte
Mengen Vi, Vi, ..., Vi, so dass
[ AJ2 falls|i—j|=1 mod k
o w(V; VJ)_{ 0 sonst

@ und falls S ein Minimum Cut ist, dann

ist S oder S eine echte Teilmenge einer Menge V; oder

die zirkuldre Partition ist eine Verfeinerung der Partition, die durch den
Minimum Cut S definiert wird.

(S ist die Vereinigung einiger Mengen der zirkuldren Partition.)
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Circular Partition Cuts

@ Seien Vi, Vs, ..., V| die disjunkten Mengen einer zirkuldren Partition.

= Fiir alle a, b mit 1 < a < b < k ist die Menge

ein Minimum Cut (zusammen mit S = V' \ S),
genannt Circular Partition Cut.

@ Insbesondere ist jedes einzelne V; (1 < i < k) ein Minimum Cut
(erster Punkt der Definition zirkularer Partitionen).
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Zirkulare Partitionen

@ Betrachte Minimum Cut S, so dass weder S noch S in einer Menge
der zirkuldren Partition enthalten ist.

Aus dem zweiten Teil der Definition zirkuldrer Partitionen folgt

@ Da S und S zusammenhingend sein miissen, ist S oder S gleich
U2, V; fiir ein Paar a,bmit 1 < a < b < k.
(Das andere ist dann die Vereinigung der restlichen Mengen V;.)

o Fiir keine Menge V; einer zirkuldren Partition Vi,..., Vi kann es
einen Minimum Cut S geben, so dass (V;, S) ein Crossing Cut ist.
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Kompatibilitat zirkuldrer Partitionen
Definition
Zwei verschiedene zirkuldre Partitionen P = {Us, ..., Uc} und

Q ={V4,..., Vy} sind kompatibel, wenn es eindeutige Indizes r und s
gibt, so dass Vi£r: U C Vs und Vi#s: V;CU,.

Beispiel:

P = {{31}, ey {a,_l}, {ar, bl, ey b/}, {ar+1}, ey {ak}}
Q = {{bl}, ey {bs—l}a {bs, dl, ..., ak}, {b5+1}, ey {b/}}
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Schnitte minimaler Kantenkapazitat
Kompatibilitat zirkuldrer Partitionen

Lemma
Alle verschiedenen zirkuldren Partitionen sind paarweise kompatibel.

Beweis

@ Betrachte zwei zirkuldre Partitionen P und Q in G = (V, E).

@ Alle Mengen der Partitionen sind Minimum Cuts.

@ Behauptung: Jede Menge von P oder ihr Komplement ist in einer
Menge von @ enthalten.

@ Annahme: eine Menge S € P ist die Vereinigung von mindestens
zwei, aber nicht von allen Mengen von Q.

@ Genau zwei Mengen A, B € Q, die in S enthalten sind, sind durch
mindestens eine Kante zu den Knoten in V' \ S verbunden.

@ AuBerdem miissen die Mengen aus @, die zusammen S bilden, in @
konsekutiv sein, sonst hatte der Cut zum Rest eine Kapazitat > .

w
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Kompatibilitat zirkuldrer Partitionen

Beweis
@ Sei T die Menge, die man durch Ersetzen von A C S durch das

Element von @ erhilt, das zu B verbunden, aber nicht in S enthalten

ist.
o T ist ein Minimum Cut (die Kanten zwischen A und S\ A haben

Kapazitat \/2, gleiches gilt fiir die Anbindung der neuen Menge aus

Q an den Rest von Q in der anderen Richtung)
Dann ist (S, T) ein Crossing Cut.

4

zirkularer Partionen.
(Widerspruch)

= Jede Menge von P oder ihr Komplement ist in einer Menge von @

enthalten.

P und Q@ erfiillen nicht mehr die zweite Bedingung in der Definition
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Kompatibilitat zirkuldrer Partitionen

Beweis

@ Annahme: zwei Mengen von P sind in zwei verschiedenen Mengen
von @ enthalten.

@ Komplement jeder iibrigen Menge von P enthilt beide Mengen und
kann deshalb nicht in einer einzelnen Menge von Q enthalten sein.
= Jede iibrige Menge von P ist Teilmenge einer Menge von Q.
@ Gleiches gilt umgekehrt fiir die iibrigen Mengen von Q.
= P = Q (Widerspruch)
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Kompatibilitat zirkuldrer Partitionen

Beweis.
@ Annahme: alle Mengen von P sind in einer Menge Y von @
= Y = V (Widerspruch)
= Es gibt mindestens eine Menge X in P, deren Komplement X eine
Teilmenge einer Menge Y aus Q@ ist.

@ Da die Vereinigung von zwei Komplementen von Mengen aus P
gleich V ist und @ mindestens drei Mengen enthalt, kann nur genau
ein Komplement einer Menge aus P in einer Menge von @ enthalten
sein.

o Alle anderen Mengen aus P sind Teilmengen von X und damit auch
in Menge Y aus @ enthalten.

@ Y ist nicht Teilmenge einer Menge aus P.

= Y C X und alle anderen Mengen aus Q sind auch Teilmengen von X.

Ol

.
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Paarweise Disjunktheit von Crossing Cuts

Lemma
Wenn S1, S, und S3 paarweise Crossing Cuts sind, dann gilt:

51ﬂ52ﬁ53:@

g

a

H. Taubig (TUM) Fortg. Netzwerk- u. Graph-Algorithmen WS'12/13 410 / 552



Schnitte minimaler Kantenkapazitat
Paarweise Disjunktheit von Crossing Cuts

Beweis.
@ Annahme: Lemma falsch, also Schnittmenge nicht leer

@ Definiere

b=w(($2NS53)\ 51,5\ (51US3))
c= W(Sl ns, 053,(51 052)\53)
d=w((51NS3)\ 5,5\ (5US))

@ Einerseits ist S5 N S, ein Minimum Cut. = ¢ >

N[>~

@ Andererseitsist c+b=c+d = %
= b=d=0und (51NS)\S2=(52NS%)\S1=0

@ Da es keine diagonalen Kanten im Crossing Cut (51, S2) gibt (siehe

friiheres Lemma), sind S; NS> N S3 und S5\ (51 U S2) nicht

verbunden. (Widerspruch weil aufgrund der Crossing Cuts (51, S3)

und (Sz, S3) der Schnittwert \/2 sein miisste)

O]

v
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S22 TITTEE o0 A EIie Zperi
Weitere Satze

Satz (R. Bixby, 1975)

In einem Graphen G = (V, E) gibt es fiir jede einem Crossing Cut
entsprechende Partition P von V' in 4 disjunkte Mengen eine zirkulare
Partition in G, die eine Verfeinerung von P ist.

Satz (R. Bixby, 1975)
Ein Graph G = (V, E) hat héchstens (1Y1) viele Minimum Cuts. J

Diese Schranke ist scharf. (Sie wird vom einfachen Kreis auf n Knoten erreicht.)
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Laminare Mengen

Definition
Eine Menge S von Mengen heit laminar, wenn fiir jedes Paar von Mengen

51,5, € S gilt, dass entweder S; und S, disjunkt sind, oder eine der
beiden Menge die andere enthilt.

@ Jede laminare Menge S, die nicht die leere Menge enthilt, kann als
Wald bzw. Baum reprasentiert werden.

@ Jede Menge in S wird durch einen eigenen Knoten reprasentiert.
o Blatter reprasentieren Mengen, die keine anderen Mengen enthalten.

@ Der Vater eines zur Menge T gehorigen Knotens repradsentiert die
(eindeutige) kleinste Ubermenge von T in S.

@ Man erhilt eine Menge von Baumen, deren Wurzelknoten Mengen
reprasentieren, die in keiner anderen Menge von S enthalten sind.
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Anzahl Knoten im Baum laminarer Mengen

@ Hinzufiigen eines kiinstlichen Wurzelknotens, der mit allen

=

eigentlichen Wurzeln verbunden ist, liefert einen Baum.

Die Knoten eines Baums reprasentieren alle Mengen von S, wobei die
Waurzel die Grundmenge (Vereinigung aller Mengen) reprasentiert.
Fiir eine gegebene Kardinalitdt n der Grundmenge erhilt man eine
groBtmogliche Anzahl von Knoten, wenn jedes Element der
Grundmenge irgendwann einzeln abgespalten wird.

In diesem Fall hat jeder Vaterknoten mindestens 2 Kinder und es gibt
genau n Blatter (jedes einzelne Element der Gesamtmenge als jeweils
einelementige Menge).

AuBer den Blattern kann es dann hochstens n — 1 weitere Knoten
geben, da jeder solche Knoten mindestens zwei Kinder vereinigt.

Insgesamt hat jeder Baum also hochstens 2n — 1 Knoten.
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Zirkulare Partitionen als laminare Mengen

@ Da alle zirkularen Partitionen miteinander kompatibel sind, bilden die
entsprechenden Mengen eine laminare Familie.

@ Zusammen mit der Definition zirkuldrer Partitionen folgt, dass es in
jedem Graph mit n Knoten hochstens n — 2 zirkulare Partitionen gibt.
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Kaktus

Definition
Ein zusammenh&ngender Graph heiBt Kaktus, falls jedes Paar von
einfachen Kreisen hochstens einen Knoten gemeinsam hat.

Der Kaktus eines Graphen G ist ein Graph, der in kompakter Form alle
MinCuts von G (durch dessen zirkuldre Partitionen) reprasentiert.

Ein Graph bestehend aus einem einzelnen Knoten heiBt trivialer Kaktus.

Oft wird in der Definition auch verlangt, dass jede Kante zu genau einem
einfachen Kreis gehort, wobei eine Doppelkante ein Kreis der Lange 2 ist.
Man kann einen solchen Kaktus erhalten, indem man jede Briicke (mit Gewicht 2
bzw. \) durch Doppelkanten (mit jeweiligem Gewicht 1 bzw. \/2) ersetzt.

Ein Graph ist ein Kaktus genau dann, wenn jeder Block entweder ein
einfacher Kreis oder eine einzelne Kante (Briicke) ist.
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Kaktus-Reprasentation von Minimum Cuts

Betrachte
@ einen Graph G = (Vg, Eg),
@ einen Kaktus R = (Vz, Ex) und

@ eine Abbildung ¢ der Graphknoten in die Menge der Kaktusknoten
v: Vg Vi

@ Die Menge Vi kann einen Knoten x enthalten, der nicht in der
Bildmenge der Abbildung ¢ enthalten ist, fiir den also V¢ keinen
Knoten v mit ¢(v) = x enthilt.

Ein solcher Knoten wird leerer Knoten genannt.
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Schnitte minimaler Kantenkapazitat
Kaktus-Reprasentation von Minimum Cuts

Sei C(R) die Menge aller Minimum Cuts vom Kaktus R, d.h.,
{S§,Vr \ S} € C(R) gilt genau dann, wenn in R zwischen S und Vx \ S
genau zwei Kanten verlaufen, die zum gleichen Kreis in R gehdren.

Definition
Fiir eine gegebene Teilmenge C’ C C(G) von Minimum Cuts in G, nennt

man ein Paar (R, ¢), bestehend aus einem Kaktus R und einer
Knotenabbildung ¢, Kaktus-Reprasentation fiir C’, falls folgendes gilt:

© Fiir jeden beliebigen Kaktus-MinCut {S, Vg \ S} € C(R) gehort der
Cut {X, X} mit X = {u € Vs | ¢(u) € S} und
X ={ue Vg | ¢(u) € Vg \ S} zu den Graph-MinCuts in C'.

@ Fiir jeden Graph-MinCut {X, X} € C’ existiert ein Kaktus-MinCut
{S§,Vr \ S} € C(R) mit X ={ue Vs | p(u) €S} und
X={ueVs|p(u)e Vrg\S}
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Kaktus-Reprasentation aller Minimum Cuts

Fallunterscheidung:
© Graph hat keine zirkuldre Partition
@ Graph hat genau eine zirkuldre Partition
© Graph hat mehrere zirkuladre Partitionen Py, ..., P,
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Schnitte minimaler Kantenkapazitat
Kaktus-Reprasentation aller Minimum Cuts

1. Fall:  Graph hat keine zirkuldre Partition
@ Es kann in diesem Fall keine Crossing Cuts geben, denn sonst miisste
es laut Lemma auch eine zirkuldre Partition geben, die eine
Verfeinerung der 4 entsprechenden disjunkten Mengen ist.
= Die Minimum Cuts, jeweils reprdsentiert durch die Knotenmenge
kleinerer Kardinalitat, sind laminar.

Der kleinere Reprasentant ist wichtig, sonst sind nicht alle Mengen laminar.
Bsp: Knoten x, y, z verbunden durch Kanten {x,y},{y, z}

= MinCuts: {x}|{y, z}, {x,y}/{z}
= {y,z} und {x,y} sind nicht laminar!

= Die Minimum Cuts kdnnen durch einen Baum Tg repréasentiert
werden.
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Kaktus-Reprasentation aller Minimum Cuts

(Fortsetzung 1. Fall:  Graph hat keine zirkuldre Partition)
Reprasentation der Minimum Cuts durch folgenden Baum Tg:

Betrachte die jeweils kleinere Knotenmenge jedes Minimum Cuts und
bezeichne die Menge dieser Knotenmengen mit A
(wéahle bei gleicher Kardinalitat irgendeine von beiden).

Repréasentiere jede Menge von A durch einen Knoten in Tg.

Zwei Baumknoten, die zu den MinCut-Mengen A und B im Graphen
gehoren, sollen genau dann verbunden sein, wenn A C B gilt und es
keinen MinCut C mit A C C C B gibt (der echte Obermenge von A
und echte Teilmenge von B ist).

Die Wurzeln der resultierenden Baume reprasentieren die MinCuts
in A, die in keiner anderen MinCut-Menge von A enthalten sind.

Hinzufiigen eines kiinstlichen Wurzelknotens und Verbinden mit den
Waurzeln aller Baume resultiert in einem Baum (Tg).
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Kaktus-Reprasentation aller Minimum Cuts
(Fortsetzung 1. Fall:  Graph hat keine zirkulare Partition)

@ Definiere Abbildung:

» Jeder Knoten des Graphen G wird auf den Knoten des Baums T¢
abgebildet, der zu dem MinCut mit kleinster Kardinalitdt gehort, der
diesen Knoten enthalt.

» Jeder nicht zugeordnete Knoten wird der Wurzel zugeordnet.

o Fiir jeden Minimum Cut S von G werden die Knoten von S einer
Menge X von Baumknoten zugeordnet, so dass es eine Kante gibt,
die beim Entfernen die Baumknoten X vom Rest des Baums trennt.

@ Andererseits zerfillt beim Entfernen einer Kante aus T die Menge
der Baumknoten so in zwei Teile, dass die Menge der Knoten, die in
dem einen Teil zugeordnet werden, die eine Seite eines Minimum Cuts
bilden.

= Wenn der Graph keine zirkularen Partitionen enthilt, dann ist der
Baum T der Kaktus Cg des Graphen G und die Anzahl seiner
Knoten ist durch 2|V/| — 1 beschrankt.
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Kaktus-Reprasentation aller Minimum Cuts

2. Fall:  Graph hat genau eine zirkulare Partition Vi,..., V.

@ Die Circular Partition Cuts kénnen durch einen Kreis mit k Knoten
reprasentiert werden.

e Die Knoten jedes Partitionsteils V; (1 < i < k) werden so durch einen
Knoten N; des Kreises reprasentiert, dass zwei Teile V; und Vi
(sowie Vi und Vi) durch zwei adjazente Knoten représentiert werden.

o Bemerkung: Fiir jeden Minimum Cut S, der kein Circular Partition
Cut ist, ist entweder S oder S eine echte Teilmenge eines Teils V;
(folgt direkt aus der Definition).

e Man kann den Baum T(y, ) fir alle Minimum Cuts konstruieren, die
Teilmenge von V; sind, aber mit der Beschrankung, dass nur die
Knoten von V; diesem Baum zugeordnet werden.
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Schnitte minimaler Kantenkapazitat
Kaktus-Reprasentation aller Minimum Cuts

(Fortsetzung 2. Fall:  Graph hat genau eine zirkuldre Partition)

e Die Wurzel von Ty, g) entspricht genau der Menge V;.

4

Knoten N; des Kreises kann mit der Wurzel von Ty, g) verschmolzen
werden (Vi: 1 <i< k).

Dieser mit allen Baumen verbundene Kreis ist der Kaktus C¢ fiir G.
Anzahl Knoten: Summe der Anzahl der Knoten aller Bdume

wieder beschrankt durch 2|V|—1

Kreiskanten bekommen Gewicht 1 oder \/2, Baumkanten bekommen
Gewicht 2 oder A

=- wieder Korrespondenz zwischen Minimum Cuts in G und in Cg.

OlLOO
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Schnitte minimaler Kantenkapazitat
Kaktus-Reprasentation aller Minimum Cuts

3. Fall: Graph hat mehrere zirkulare Partitionen Pq,..., P,

o Betrachte alle zirkuldren Partitionen als Menge von Mengen
@ Konstruiere den Kaktus, der die Circular Partition Cuts reprasentiert:

o Jede zirkuldre Partition wird durch einen Kreis reprasentiert.

Die Knoten des Kreises entsprechen dabei den jeweiligen disjunkten
Mengen.

o Uberschneidungen ergeben sich entsprechend der Definition der
Kompatibilitat zirkularer Partitionen.

= Es entsteht eine baumartige Struktur aus verbundenen Kreisen.
Zwei Kreise haben aber immer hochstens einen gemeinsamen Knoten.
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VA= IO LENTA  Schinitte minimaler Kantenkapazitat

Kaktus-Reprasentation aller Minimum Cuts

(Fortsetzung 3. Fall: Graph hat mehrere zirkulédre Partitionen P, ..., P;)

@ Bsp.: Kaktus fiir die Circular Partition Cuts von 6 Circular Partitions

@ Repriasentiere die Minimum Cuts, die nicht Teil einer zirkuldren
Partition sind (analog zum 2. Fall), d.h., an den Kreisknoten hiangen
wieder die entsprechenden Baume.

@ Man erhilt den Kaktus T¢ von G.
e Die Anzahl Knoten ist wieder beschrankt durch 2|V| —1
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VA= IO LENTA  Schinitte minimaler Kantenkapazitat

Beispiel fiir Kaktus-Reprasentation

Satz (L. Fleischer, 1998)

In Graphen mit n Knoten und m Kanten kann man eine entsprechende
Kaktus-Représentation in Zeit O(n®) bzw. O(nmlog(n?/m)) berechnen.
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Berechnung eines globalen MinCuts

1994 Algorithmus publiziert von M. Stoer und F. Wagner
benutzt keine MaxFlow-Technik

sehr einfach

arbeitet in n — 1 Phasen

Jede einzelne Phase hat starke Ahnlichkeit zu den Algorithmen von
Prim (minimale Spannbdume) bzw. Dijkstra (kiirzeste Wege)

Pro Phase Komplexitat O(m + nlog n)
Gesamtkomplexitit O(mn + n? log n)
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Der Stoer/Wagner-Algorithmus

Algorithmus 11: MinCut Berechnung nach Stoer & Wagner
Input : Ungerichteter Graph G = (V, E)
Output : Ein MinCut Gy, entsprechend A(G)

Wihle beliebigen Startknoten a;
Crin < undefiniert; V/ « V;
while |[V'| > 1 do
A+ {a};
while A £ V' do
Fiige zu A den am meisten angebundenen Knoten hinzu;
L Aktualisiere die Kapazitaten zwischen A und den Knoten in V' \ A;

C := Schnitt von V’, der den zuletzt zu A hinzugefiigten Knoten vom Rest
des Graphen trennt;

if Cynin = undefiniert or w(C) < w(Cpin) then

L Coin < G,

| Verschmelze die zwei Knoten, die zuletzt zu A hinzugefiigt wurden;
return Cyn;
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Der Stoer/Wagner-Algorithmus fiir globale MinCuts
Beschreibung des Stoer/Wagner-Algorithmus

@ Wahl eines beliebigen Startknotens a

@ Algorithmus verwaltet in jeder Phase eine Knotenteilmenge A
» initialisiert mit a,
» wird immer wieder um einen Knoten erweitert,
» und zwar um einen, der gerade maximale Anbindung (Summe der
Kantenkapazitdten) an die aktuellen Knoten in A hat.

= Maximum Adjacency Ordering (MAO)

@ Nach Einfiigen aller Knoten in A:
Cut, der nur den zuletzt hinzugefiigten Knoten t vom Rest abtrennt,
heiBt 'Cut of the Phase’.
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Der Stoer/Wagner-Algorithmus fiir globale MinCuts
Beschreibung des Stoer/Wagner-Algorithmus

@ Nach jeder Phase kommt der 'Cut of the Phase’ als globaler MinCut
in Frage.

@ Verschmelzung der beiden zuletzt behandelten Knoten s, t:
Wenn zwischen s und t eine Kante existiert, wird sie einfach gelGscht.

Alte Kanten {x, s} und {x, t} von einem anderen Knoten x werden
durch eine neue Kante mit der Summe der alten Gewichte
w(s, x) + w(t, x) ersetzt.

@ Dann: erneute MAO-Phase mit verschmolzenen Knoten . ..

@ 'Cut of the Phase’ mit kleinster Kapazitdtssumme ist globaler MinCut
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Korrektheit des Stoer/Wagner-Algorithmus

Lemma

Der 'Cut of the Phase’ ist ein Minimum (s, t)-Cut fiir die beiden zuletzt
in A eingefiigten Knoten s und t.
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Der Stoer/Wagner-Algorithmus fiir globale MinCuts
Korrektheit des Stoer/Wagner-Algorithmus

Beweis.

@ Betrachte fiir die letzten zwei Knoten s und t einen beliebigen (also
evt. auch Minimum) s-t-Cut C.

@ Ein Knoten v # a heiBt aktiv, falls sich v und sein unmittelbarer
Vorganger beziiglich des Hinzufligens zu A auf entgegengesetzten
Seiten von C befinden.

o Fiir einen Knoten v sei
A,: die Menge von Knoten, die in A sind bevor v hinzugefiigt wird,
C,: der durch C in A, U {v} induzierte Cut.

@ Sei w(S, v) fiir eine Knoten(teil)menge S die Kapazitdtssumme aller
Kanten zwischen v und den Knoten in S.
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Der Stoer/Wagner-Algorithmus fiir globale MinCuts
Korrektheit des Stoer/Wagner-Algorithmus

Beweis.

o Beweisidee: (Induktion iber die aktiven Knoten)

Fiir jeden aktiven Knoten v gilt:

Die Anbindung (Adjazenz) zu den Knoten, die zuvor eingefiigt
wurden (also A, ), iiberschreitet nicht das Gewicht des durch C in
A, U {v} induzierten Cuts (also C,).

o Also zu zeigen:
w(A,,v) < w(C)

e Induktionsanfang: (1. aktiver Knoten)
Im Basisfall ist die Ungleichung erfiillt, weil fiir den ersten aktiven
Knoten die Werte auf beiden Seiten gleich sind.
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Der Stoer/Wagner-Algorithmus fiir globale MinCuts
Korrektheit des Stoer/Wagner-Algorithmus

Beweis.

@ Induktionsvoraussetzung:
Das Lemma stimmt fiir alle aktiven Knoten bis zum aktiven Knoten v.

= Der Wert fiir den nachsten aktiven Knoten u ist
w(Ay, u) w(A,, u) + w(A,\ Ay, u)
w(Ay,v)+ w(A,\ Ay, )
w(C,) + w(A, \ Av,u)  (Ind.voraussetzung)
w(Cy)

@ Die letzte Zeile folgt, weil alle Kanten zwischen A, \ A, und u ihr Gewicht
zu w(C,) beitragen, aber nicht zu w(C,).

INIAIA I

@ Da t durch den Cut C von seinem unmittelbaren Vorganger s getrennt wird,
ist t immer ein aktiver Knoten.

o Es folgt w(A:, t) < w(G) (mit G = C).

O

v
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Korrektheit des Stoer/Wagner-Algorithmus

Satz

Ein 'Cut of the Phase’ mit minimaler Kantenkapazitit ist ein (globaler)
MinCut des gegebenen Graphen.
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Der Stoer/Wagner-Algorithmus fiir globale MinCuts
Korrektheit des Stoer/Wagner-Algorithmus

Beweis.

e Fiir |V| = 2 trivial: bei zwei Knoten existiert nur ein Cut.

e Fiir |V| > 2 Fallunterscheidung:
Betrachte eine Phase mit letzten Knoten s und t
© Entweder der Graph hat einen MinCut, der gleichzeitig ein (lokaler)
Minimum s-t-Cut ist.
= Cut of the Phase ist nach Lemma globaler MinCut des Graphen

@ Andernfalls hat der Graph einen globalen MinCut, bei dem s und t
nicht separiert werden (sich also auf der gleichen Seite befinden).
Dann wird der globale MinCut durch das Verschmelzen von s und t
nicht verandert.

= (Induktion iiber die Anzahl der Knoten)
'Cut of the Phase’ mit minimaler Gewichtssumme ist globaler MinCut.

Ol

v
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Beispiel fiir den Stoer/Wagner-Algorithmus

Phase 1 Phase 2 Phase 3
@ B--®© | @@
2 a@' 8@»h
val JRvae
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4 4 3

er Stoer/Wagner-Algorithmus fiir globale MinCuts



VAL ELE  Der Stoer/Wagner-Algorithmus fiir globale MinCuts

Beispiel fiir den Stoer/Wagner-Algorithmus

Phase 5 Phase 6 Phase 7

>

Tomow

)

o)

5 9 9 4
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Der Stoer/Wagner-Algorithmus fiir globale MinCuts
Komplexitat des Stoer/Wagner-Algorithmus

Adjazenzwerte fiir verbleibende Knoten (V \ A) eines MAOs kénnen
in einer Priority Queue (Maximum-Variante) gespeichert werden.

Der nachste Knoten, der zu A hinzugefiigt werden soll, wird per
deleteMax-Operation bestimmt.

Beim Hinzufiigen eines Knotens zu A wird increaseKey fiir alle in
V' \ A verbleibenden Nachbarn des Knotens aufgerufen.

Bei Verwendung von Fibonacci-Heaps ergibt sich pro Phase (MAO)
Komplexitat O(m + nlog n)
(wie bei den Algorithmen von Prim bzw. Dijkstra)

Gesamtkomplexitit fiir n — 1 Phasen: O(mn + n? log n)
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Randomisierter MinCut-Algorithmus von Karger

o Gesucht: globaler Minimum Cut in einem Multi-Graphen

e D. Karger (1992): Vorschlag eines sehr einfachen Algorithmus ohne
augmentierende Pfade und Flussberechnungen

@ Ansatz: randomisierter (Monte-Carlo-)Algorithmus, der

» mit gewisser (Erfolgs-)Wahrscheinlichkeit den Minimum Cut liefert und
» mit gewisser (Fehler-)Wahrscheinlichkeit einen beliebigen anderen Cut
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Randomisierter MinCut-Algorithmus von Karger

Algorithmus wahlt beliebige Kante e = {u, v} von G (gleichverteilt,
d.h. jede Kante wird mit gleicher Wahrscheinlichkeit gezogen)

gewahlte Kante wird kontrahiert, d.h. Multi-Graph G’ wird erzeugt,
bei dem Knoten v und v zu einem neuen Knoten w verschmolzen sind

Kanten zwischen v und v verschwinden.

Andere Kanten bleiben erhalten. Wenn genau ein Endknoten entweder
u oder v ist, dann endet dafiir eine neue Kante am (Super-)Knoten w.

Hinweis: auch wenn G keine Multikanten enthilt, kann G’ welche
enthalten.

Das Verfahren wird rekursiv auf G’ angewendet.
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Ein randomisierter Algorithmus fiir globale MinCuts
Randomisierter MinCut-Algorithmus von Karger

@ Der Algorithmus endet, wenn nur noch zwei (Super-)Knoten
vorhanden sind.

o Jeder der beiden Knoten enthilt eine gewisse Menge der Knoten des
urspriinglichen Graphen.

@ Diese Partition definiert einen Cut, der vom Algorithmus ausgegeben
wird.

H. Taubig (TUM) Fortg. Netzwerk- u. Graph-Algorithmen WS'12/13 443 / 552



Randomisierter MinCut-Algorithmus von Karger

Satz

Der Monte-Carlo-Algorithmus von Karger gibt mit Wahrscheinlichkeit
> 1/(5) den globalen Minimum Cut des Multigraphen zuriick.

@ Nachdem es exponentiell viele Cuts in G gibt (und héchstens
quadratisch viele MinCuts), wiirde man vermuten, dass die
Wahrscheinlichkeit, den globalen MinCut zu finden, exponentiell klein
ist.

= Wias also favorisiert die kleinen Cuts?
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Ein randomisierter Algorithmus fiir globale MinCuts
Randomisierter MinCut-Algorithmus: Analyse

Beweis.
@ Betrachte globalen MinCut (A, B) in G.

o Sei die Schnitt-Kardinalitdt k, d.h. es gibt genau k Kanten (F C E),

die einen Endpunkt in A und einen in B haben.

@ gesucht: untere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit, dass der
Algorithmus (A, B) zuriick gibt.

@ Was kann dabei schiefgehen?

@ Eine Kante aus F konnte kontrahiert werden.

@ Dann wiirden zwei Knoten kontrahiert, die auf unterschiedlichen
Seiten des Cuts (A, B) liegen.

@ Der Algorithmus kdnnte nicht mehr (A, B) ausgeben.

@ Wenn eine beliebige Kante aus E \ F kontrahiert wird, besteht noch

die Chance auf die Ausgabe (A, B).

v
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Ein randomisierter Algorithmus fiir globale MinCuts
Randomisierter MinCut-Algorithmus: Analyse

Beweis.

@ also gesucht: obere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit, dass eine
Kante aus F kontrahiert wird.

@ Wir brauchen eine untere Schranke fiir die Kardinalitat von E.

@ Wenn der globale MinCut den Wert A\(G) = k hat, gilt fiir den
Minimalgrad des Graphen §(G) > A(G) = k.

e Esgilt also |[E| = m > kn/2.

= Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Kante aus F kontrahiert wird, ist
k k 2
A A
m~ kn/2 n

@ Betrachte jetzt die Situation nach j Iterationen.

@ Es gibt n — j (Super-)Knoten im aktuellen G’.

v
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Ein randomisierter Algorithmus fiir globale MinCuts
Randomisierter MinCut-Algorithmus: Analyse

Beweis.
@ Annahme: es wurde noch keine Kante aus F kontrahiert.

@ Da jeder Cut in G’ auch ein Cut in G ist, sind zu jedem Superknoten
in G’ mindestens k Kanten inzident.

e D.h. G’ hat mindestens k(n — j)/2 Kanten.

= Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Kante aus F in der nachsten
Iteration j + 1 kontrahiert wird, ist

kK2
k(n—j)/2~ n—j

e Cut (A, B) wird ausgegeben, wenn in lteration 1,...,n— 2 keine
Kante aus F kontrahiert wird.
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Ein randomisierter Algorithmus fiir globale MinCuts
Randomisierter MinCut-Algorithmus: Analyse

Beweis.

@ Sei &; das Ereignis, dass in Iteration j keine Kante aus F kontrahiert
wird. Dann gilt also: Pr[€1] > 1 —2/n und

Pr[€j+1]51 ﬂ52ﬂ...ﬂ5j] > 1—2/(n—j)

@ gesucht: untere Schranke fiir Pr[€1 N & N ... N Ep_2] bzw.
Pr[&i] - Pr[&)&1] - ... - Prl€n—2|&1 N &N ...NEp_3]

2 2o 5)(o5) - 0)

n—2 n—3 n—4
n n—1 n—2

- 5=
D)
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Ein randomisierter Algorithmus fiir globale MinCuts
Randomisierter MinCut-Algorithmus: Analyse

@ Wahrscheinlichkeit, dass der randomisierte MinCut-Algorithmus nicht
den Cut (A, B) ausgibt, ist héchstens 1 — 1/(7)

@ Nach ('27) Laufen mit unabhangigen Zufallsentscheidungen ist die
Wabhrscheinlichkeit, dass nie der MinCut gefunden wurde, hochstens

()"

e Wenn c(7) log n Liufe gestartet werden, sinkt die
Fehlerwahrscheinlichkeit auf < e=¢'%8" = 1/n¢.

@ Laufzeit ist in dieser einfachen Form noch relativ hoch, verglichen mit
dem besten deterministischen Algorithmus
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Ein randomisierter Algorithmus fiir globale MinCuts
Randomisierter MinCut-Algorithmus: Analyse

@ Ansatz ist unbalanciert: Fehlerwahrscheinlichkeit erhoht sich zum
Ende eines Laufs

@ Wenn man den Algorithmus nur t Schritte laufen l3sst, ist die
Woahrscheinlichkeit, dass keine Kante aus F kontrahiert wird
Pri&tNé& N...N & bzw.

Pr[é‘l] . Pr[52|51] SR Pr[5t|51 Né&N...N 5t,1]

> (-3) (-75) - (-5n)

- n—2 n—3 n—4 n—t n—t—1
n n n—1 n—2 "~ n—t+2 n—t+1
—_$). o _ $)2
_ (n—t)-(n—t 1)GQ (n—1t)
n(n—1) n?
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Ein randomisierter Algorithmus fiir globale MinCuts
Randomisierter MinCut-Algorithmus: Analyse

Verbesserte Variante:

@ Lasse die einfache Variante mehrmals laufen
z.B. 2-mal bis [n/y/2 + 1] Knoten
oder 4-mal bis n/2 Knoten

@ Setze jeden der Liufe rekursiv mit der modifizierten Variante fort.
o Laufzeit: O(n?log n) mit Erfolgswahrscheinlichkeit Q(1/ log n)

@ O(log n)-malige Wiederholung des modifizierten Algorithmus sorgt fiir
konstante Erfolgswahrscheinlichkeit.

@ Um eine kleine Fehlerwahrscheinlichkeit € zu erreichen, kann man
O(log nlog e~ ') Wiederholungen durchfiihren, was zu einer
Gesamtlaufzeit von O(n?log? nloge™!) fiihrt.
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Gomory-Hu-B3aume zur Reprasentation lokaler MinCuts
All-Pairs MaxFlow / MinCut

@ gegeben:
Graph G = (V, E) mit n Knoten,
p ausgewahlte Knoten

@ gesucht:
(lokale) MaxFlow/MinCut-Werte fiir alle Paare aus den p gegebenen
Knoten

= kann einfach durch L&sen von (’2’) = %p(p — 1) MaxFlow-Problemen
berechnet werden.

@ kann in ungerichteten Graphen aber auch mit nur p — 1
MaxFlow-Berechnungen geldst werden.
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Equivalent Flow Trees

Sei G also ungerichtet und sei vj; = v;j; der Wert eines MaxFlows zwischen
den Knoten / und j.

Lemma
Q Fiir alle Knoten i,j, k € {1,...,n} gilt:
Vik = min{vij7 V_]k}

Q Es gibt einen Baum T auf den Knoten 1 bis n, so dass fiir alle Paare
von Knoten i, gilt:

Vij = m'n{vfjl’ Vitjas++ o ijj}’
wobei | — j1 — -+ — jx — j der (eindeutige) Pfad von Knoten i zu
Knoten j in T ist.
v
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Equivalent Flow Trees

Beweis.
© Sei (X, X) ein i, k-MinCut, d.h. vy = w(X, X).
Falls j € X, dann gilt v;j < w(X, X) = vi.
Falls j € X, dann gilt vjx < w(X,X) = vi.
@ Betrachte K, (vollstandiger Graph mit n Knoten), wobei jede

Kante (7,j) Gewicht vj; hat.
Sei T darin ein Spannbaum maximalen Gewichts.

Induktiv folgt aus dem vorangegangenen Punkt, dass fiir jedes

Knotenpaar (7,4) gilt: vj > min{vy,, vijp, ..., Vjj} wobei
i—j1 — -+ — jx —j der (eindeutige) Pfad von Knoten i zu Knoten j
in T ist.

Angenommen fiir ein Paar (i, /) gilt echte Ungleichheit.

Dann gibt es eine Kante (i, ') auf dem Pfad zwischen i und j mit

Vij > Vijrjr.

Das wiirde bedeuten, dass der Baum, der aus T durch Tausch von
(i",j") gegen (i,j) entsteht, ein groBeres Gewicht hatte. (Widerspruch)
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Algorithmus von Gomory und Hu

@ Die Existenz eines Equivalent Flow Trees hat natiirlich gleichzeitig die
Konsequenz, dass unter den (g) MaxFlow- bzw. MinCut-Werten v;;
nur hochstens n — 1 verschiedene Werte existieren kénnen (ndmlich
die Kantengewichte von T).

@ AuBerdem kommt man so zu der Vermutung, dass n — 1
MaxFlow-Berechnungen geniigen, um einen solchen Equivalent Flow
Tree T zu konstruieren und damit alle vj;-Werte zu berechnen.

Ein Algorithmus von Gomory und Hu erreicht dies tatsachlich.
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Algorithmus von Gomory und Hu

o Gegeben zwei Knoten i,/ und ein i, j-MinCut (X, X).

@ Definiere den kontrahierten Graph G€ als den Graph, den man aus G
erhalt, indem man die Knoten in X zu einem einzelnen (speziellen)
Knoten ug zusammenfasst und fiir jeden Knoten v € X alle iiber den
Schnitt fiihrenden Kanten durch eine einzelne Kante {v, ux} mit der
entsprechend summierten Gesamtkapazitit ersetzt.

Lemma

Fiir jedes Paar von (normalen) Knoten i’,j" in G (d.h. i',j/ € X) hat der
MaxFlow bzw. MinCut zwischen i’ und j' in G den gleichen Wert wie der
MaxFlow/MinCut im Original-Graphen.

(Entsprechendes gilt natiirlich fiir Knoten i',j' € X, wenn man X in G
kontrahiert.)
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Algorithmus von Gomory und Hu

Beweis
e Sei (X, X) ein i,j-MinCut und (Y, Y) ein i, /-MinCut in G.
o Definiere Knotenmengen_ _ L
A=XNY, A=XnY, B=XnY, B=XnNnY
o Wir kénnen annehmen, dass i’ € A, j/ € A, i € A
o 1. Fall: jeB

w(X,X) = w(A, B)+ w(A B)+ w(A B)+ w(A, B)
w(Y,Y) = w(A A)+w(A B)+ w(A B)+ w(B,B)
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Algorithmus von Gomory und Hu

Beweis.

o (Y,Y)ist i/, j’-MinCut und Cut (AU BU B, A) trennt i’ und j.
w(Y,Y)—-w(AUBUB,A) = w(A,B) +w(B,B) —w(A,B) <0
(X, X) ist i, j-MinCut und Cut (AU AU B, B) trennt i und .
w(X,X) —w(AUAUB,B) = w(A,B) +w(A,B) —w(B,B) <0
Summe beider Ungleichungen ergibt w(A, B) < 0, also w(A, B) =0
Es folgt w(B, B) — w(A, B) = 0.

Also (AUBU B, A) = (AU X, A) ist auch (i, j')-MinCut.
2.Fall: jeB

shnlich: (A, AU X) ist (i',j')-MinCut.

= Es gibt immer einen (i, j')-MinCut, so dass X auf einer Seite ist.

OOOOU'OlL

O]

v
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Algorithmus von Gomory und Hu

Corollary

Fiir jedes Paar von Knoten i, j' € X (oder X) gibt es einen Minimum
i, j'-Cut, so dass sich alle Knoten von X (bzw. X) auf der gleichen Seite
des Schnitts befinden.

o Fiir zwei Knoten i, und einen i, j-MinCut (X, X) reprisentiert man
die aktuelle Situation durch einen Baum mit zwei Knoten (die fiir X
und X stehen) und einer Kante mit dem Gewicht vjj. Die Kante
reprisentiert dabei den Schnitt (X, X).

@ Sei A die Menge der p zu betrachtenden Knoten, fiir die die
MaxFlow/MinCut-Werte berechnet werden sollen.

@ Die ersten beiden Knoten i und j werden aus A gewahlt.
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Algorithmus von Gomory und Hu

Definition

Ein Baum T wird als Semi-Cut Tree bezeichnet, falls er folgende
Eigenschaften besitzt:

© Jeder Knoten U von T entspricht einer Teilmenge der Knoten von G
und enthalt mindestens einen Knoten der Menge A.

@ Jede Kante (U, V) ist mit einem Label v versehen, so dass es Knoten
i,j € Amit i€ U und j € V gibt und der MaxFlow/MinCut zwischen
i und j den Wert v hat.

© Jede Kante (U, V) reprasentiert einen i, j-MinCut mit /,j € A und |
ist in einem Knoten des Teilbaums auf der Seite von U enthalten und
J ist in einem Knoten des Teilbaums auf der Seite von V enthalten
(und die zwei Teile des Cut bestehen aus der jeweiligen
Knotenmenge).

Wenn jeder Knoten eines Semi-Cut Trees T genau einen Knoten der
Menge A enthilt, dann bezeichnet man T als Cut Tree fiir A.

v
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Algorithmus von Gomory und Hu

Satz

Sei T ein Cut Tree fiir A.

Dann gilt fiir jedes Paar i,j € A: vjj = min{vy, ..., vki1}, wobei vi bis
vk11 die Kantengewichte in T auf dem Pfad vom Knoten, der i enthilt,
zum Knoten, der j enthilt, sind.

Beweis.

@ Seii—ji; —...— jx —j die Folge von A-Knoten, die dem Pfad in T
vom Knoten mit i zum Knoten mit j entsprechen.

o Aufgrund der Eigenschaften des Cut Trees sind die Kantenlabels
einfach vjj,, ..., vj,;.

o Aufgrund des Lemmas gilt: v;j > min{vj;,..., v}

@ Andererseits entspricht jede Kante einem i, j-Schnitt, wobei die
Kapazitat dem Kantenlabel entspricht. Es gilt also:

vii < min{vy,,..., v} und damit v;j = min{v;,..., v}
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Algorithmus von Gomory und Hu
Satz

Ein Cut Tree fiir A existiert und kann mit Hilfe von nur p — 1
MaxFlow-Berechnungen konstruiert werden.

Beweis.

@ Angenommen, wir haben einen Semi-Cut Tree T fiir A und T hat
noch einen Knoten U, der zwei Knoten i,j € A enthilt.

o Aufgrund des Lemmas hat der MaxFlow zwischen i und j in G genau
den gleichen Wert wie der MaxFlow zwischen i und j in dem
(kontrahierten) Graph G€, der entsteht, wenn man die Knotenmengen
in jedem zu U verbundenen Teilbaum zu einem einzelnen (speziellen)
Knoten kontrahiert und fiir jeden (Original-)Knoten v € U die
Kanten, die in die jeweiligen Teilbdume fiihren, durch einzelne Kanten
zu den entsprechenden neuen (speziellen) Knoten mit aufsummiertem
Kantengewicht ersetzt.
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Algorithmus von Gomory und Hu

Beweis.
o Sei (X, X) ein i,j-MinCut in G€
(notwendigerweise mit Kapazitat vjj).

o Konstruiere einen Baum T’ wie folgt:

Spalte U in zwei Knoten X und X.

Verbinde die Knoten X und X durch eine Kante mit Label v; und
verbinde jeden Nachbarn V von U entweder zu X oder zu X, in
Abhangigkeit von der Seite des Cuts, auf der sich der zu V's Teilbaum
gehorende spezielle Knoten in G befunden hat (mit
Original-Kantenlabel).

@ Die Behauptung ist nun, dass T’ auch wieder ein Semi-Cut Tree fiir A
ist.
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Gomory-Hu-Baume zur Reprisentation lokaler MinCuts
Algorithmus von Gomory und Hu

Beweis.

@ Die einzige nicht-triviale zu iiberpriifende Eigenschaft ist der zweite
Teil der Definition.

@ Sei also V irgendein Nachbar von U in T und entspreche das Label
der Kante (U, V) einem MaxFlow/MinCut-Wert zwischen r € U und
seV (r,s€A).

@ Sei 0.B.d.A. j,r € X, dann kdnnen folgende zwei Fille auftreten:

@ V wird mit X verbunden.
Die Eigenschaften des Semi-Cut Trees bleiben erhalten.

Q@ V wird mit X verbunden.

v
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Algorithmus von Gomory und Hu

Beweis.

Das Label vj fiir die Kante {X, X) entspricht der Definition.
Betrachte nun das Label (v,s) der Kante (X, V).
Es wird gezeigt, dass vjs = v,s:
Vvis > min{vjj, Vjr, vis} (Lemma).
Da i und s auf der gleichen Seite des Cuts sind, kdnnen die
MaxFlow/MinCut-Werte zwischen Knoten in X nicht den Wert von v;
beeinflussen (vj, ist also egal) und es gilt vis > min{vj;, vis}.
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Gomory-Hu-Baume zur Reprisentation lokaler MinCuts
Algorithmus von Gomory und Hu

Beweis.

Andererseits muss vjs durch den zur Kante (U, V) in T gehorigen
MinCut beschrankt sein, d.h. vis < vs.

(X, X) hat den Wert v; und ist auch ein i-r-Cut, also

Vij > Vir 2> min{Vis, Vrs}

(X, X) ist auch ein r-s-Cut, also vj > v,s

Mit vis > vis > min{vj;, v;s} = v;s folgt daraus vis = v,s und die Kante
(X, V) entspricht dem MaxFlow zwischen i und s (mit Wert und
Schnitt-Mengen wie im Original-Graph).

@ Eine wiederholte Aufspaltung liefert den Cut Tree mit Hilfe von p — 1
MaxFlow-Berechnungen.

O]
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Rl SR R i e
Unit Capacity Networks

Definition
@ Ein Graph wird als Unit Capacity Network (oder 0-1 Network)
bezeichnet, falls die Kapazitat aller Kanten gleich 1 ist.

@ Ein Unit Capacity Network ist vom Typ 1, falls es keine parallelen
Kanten hat.

e Es ist vom Typ 2, falls fiir jeden Knoten v (v # s, v # t) entweder
der Eingangsgrad d—(v) oder der Ausgangsgrad d*(v) gleich 1 ist.
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Rl SR R i e
Unit Capacity Networks

Lemma
e Ein MaxFlow/MinCut kann fiir ein Unit Capacity Network (mit
Dinitz’ Algorithmus) in Zeit O(m3/?) berechnet werden.
o Fiir Unit Capacity Networks vom Typ 1 ist die Zeitkomplexitit von
Dinitz' Algorithmus O(n*/3m).
e Fiir Unit Capacity Networks vom Typ 2 ist die Zeitkomplexitdt von
Dinitz" Algorithmus O(n*/?m).

(Beweis: siehe Shimon Even, Graph Algorithms, 1979)
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Zusammenhang Knotenzusammenhangsalgorithmen

Ungerichtete ungewichtete Graphen
SN
‘ (O—@)
©) €7

@ Gegeben: ungerichteter (ungewichteter) Graph G = (V, E) mit
n Knoten und m Kanten
o Konstruiere gerichteten Graph G = (V, E)
mit |V| =2n und |E| = 2m + n wie folgt:
> Ersetze jeden Knoten v € V durch zwei Knoten v/, v" € V, verbunden
durch eine (interne) Kante e, = (v/,v") € E.

> Ersetze jede Kante e = (u,v) € E durch zwei (externe) Kanten
e =" v)und & = (v ) €E.
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Rl SR R i e
Ungerichtete ungewichtete Graphen

o x(s,t) wird nun berechnet als MaxFlow in G von Quelle s” zu
Senke t' mit Unit Capacity-Kanten

e Hinweis: c(e,) =1, c(€’) = c(e”) = o fiihrt iibrigens zum gleichen
Ergebnis.

o Fiir jedes Paar v/,v" € V, das einen internen Knoten v € V
reprasentiert, ist die interne Kante (v/, v"") die einzige von v/
ausgehende Kante und die einzige eingehende Kante von v”. Der
Graph G ist also ein UCN vom Typ 2.

@ Nach dem Lemma kann die Berechnung des MaxFlow bzw. des
lokalen Knotenzusammenhangs in Zeit O(y/nm) erfolgen.
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O R o AT e
Ungerichtete ungewichtete Graphen

Trivialer Algorithmus zur Bestimmung von £(G):

@ Bestimme Minimum aller lokalen Knotenzusammenhangszahlen.

e Fiir die Endknoten jeder Kante (s, t) in G gilt:
kg(s,t)=n—1

@ Anzahl notwendiger MaxFlow-Berechnungen:

n(n—1)
2

—m

H. Taubig (TUM) Fortg. Netzwerk- u. Graph-Algorithmen WS'12/13

471 / 552



Rl SR R i e
Ungerichtete ungewichtete Graphen

Besserer Algorithmus zur Bestimmung von x(G):

@ Betrachte minimalen Knoten-Separator S C V/, der eine ‘linke’
Knotenteilmenge L C V von einer ‘rechten’ Teilmenge R C V
separiert.

@ Man konnte k(G) berechnen, indem man einen Knoten s in einer
Teilmenge (L oder R) fixiert und die lokalen Zusammenhangszahlen
kG(s, t) fir alle Knoten t € V' \ {s} berechnet, wobei einer dieser
Knoten auf der anderen Seite des Schnitts liegen muss.

@ Problem: wie wahlt man einen Knoten s, so dass s nicht zu jedem
Minimum Vertex Separator gehort?

e Da k(G) < 4(G), kénnte man §(G) + 1 Knoten fiir s versuchen.
Einer davon kann nicht Teil aller Minimum Knoten-Separatoren sein.

@ Der Algorithmus hat Komplexitat
O((5+1) - (n—1) - /Am)) = O(6n*?m)
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Zusammenhang Knotenzusammenhangsalgorithmen

Knotenzusammenhang (Even & Tarjan)

Algorithmus 12: Knotenzusammenhang ~ (Even & Tarjan)

Input : Ungerichteter Graph G = (V, E)
Output : x(G)
Kmin < n—1;
i< 1;
while i < ki, do
for j<— i+ 1to ndo
if i > Kmin then
‘ break;
else if {v;,v;} ¢ E then
Berechne k¢(vj, vj) mit MaxFlow-Prozedur;
L Kmin < min{’{'mimKG(Via V_[)}v

I+ i+1;

return Kmin;
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Zusammenhang Knotenzusammenhangsalgorithmen

Knotenzusammenhang (Even & Tarjan)

Even/Tarjan-Algorithmus zur Berechnung des (globalen)
Knotenzusammenhangs

@ stoppt die Berechnung der lokalen
Knotenzusammenhangszahlen ¢ (v;, v;), falls das Minimum unter die
Anzahl der momentan betrachteten Knoten / fallt

@ betrachtet hochstens x + 1 Knoten in der Schleife fiir Variable i

o Jeder Knoten hat mindestens §(G) Nachbarn, also hochstens
n — 9 — 1 Nicht-Nachbarn.

= maximal O((n — ¢ — 1)(x + 1)) Aufrufe fiir die Berechnung des

lokalen Zusammenhangs (MaxFlow fiir zwei gegebene Knoten)

= Da k <6 <d=2m/n wird der richtige Wert spitestens in Aufruf
2m/n+ 1 gefunden.

= Komplexitit: O(y/nm?)
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Knotenzusammenhang (Esfahanian & Hakimi)

Verbesserung von Esfahanian & Hakimi:

Lemma

Wenn ein Knoten v zu allen Knoten-Separatoren minimaler Kardinalitat
gehért, dann gibt es fiir jeden Minimum Vertex-Cut S zwei Knoten { € Lg
und r € Rs, die zu v adjazent sind.
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Zusammenhang Knotenzusammenhangsalgorithmen

Knotenzusammenhang (Esfahanian & Hakimi)

Beweis.

Annahme: v ist an allen Minimum Vertex-Cutsets beteiligt.

Betrachte die beiden (getrennten) Teile L und R des Restgraphen, der
nach dem Loschen verbleibt.

Jede der beiden Seiten muss einen Nachbarn von v enthalten, sonst
ware v nicht notig, um die Teile zu trennen
(und die Knotenmenge ware damit kein minimaler Separator)

Jede Seite, die mehr als einen Knoten enthalt, muss sogar zwei
Nachbarn von v enthalten, da man sonst durch Ersetzen von v durch
den einzigen Nachbarn einen MinCut ohne v konstruieren konnte
(Widerspruch zur Annahme).
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Zusammenhang Knotenzusammenhangsalgorithmen

Knotenzusammenhang (Esfahanian & Hakimi)

Algorithmus 13: Knotenzusammenhang « (Esfahanian & Hakimi)

Input  : Ungerichteter Graph G = (V, E)
Output : k(G)

Kmin < n—1;
Waihle v € V mit minimalem Grad, also d(v) = §(G);
Seien die Nachbarn N(v) = {v1, vo, ..., v5};

foreach Nicht-Nachbar w € V' \ (N(v) U {v}) do
Berechne k¢(v, w) mit MaxFlow-Prozedur;
Kmin < Min{&min, k¢ (v, w)};

i+ 1;
while | < k., do
for j«< i+1tod—1do
ifi>0—2o0ri> Kmn then
| return fmin;
else if {v;,v;} ¢ E then
Berechne k¢(vi, vj) mit MaxFlow-Prozedur;

Rmin $<— MINJ Kmin, KG(Vi. Vi
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Knotenzusammenhang (Esfahanian & Hakimi)

@ erste Schleife:

» Anzahl der Nicht-Nachbarn kann wieder hochstens n — § — 1 sein
= hochstens n — § — 1 MaxFlow-Aufrufe

o zweite Schleife: k(26 — k — 3)/2
o Gesamtkomplexitdt: n —§ — 1+ k(20 — k — 3)/2

H. Taubig (TUM) Fortg. Netzwerk- u. Graph-Algorithmen WS'12/13 478 / 552



Kantenzusammenhangsalgorithmen

@ Kantenzusammenhang A kann in ungerichteten ungewichteten
Graphen ebenfalls mit der MaxFlow-Prozedur berechnet werden.

o Ersetze dafiir jede ungerichtete Kante durch zwei antiparallele
gerichtete Kanten mit Kapazitat 1

@ Berechne dann lokalen Zusammenhang zwischen der entsprechenden
Quelle s und der Senke t.

= Resultierendes Netzwerk ist Unit Capacity Network vom Typ 1

= Komplexitdt zur Berechnung des lokalen Zusammenhangs fiir ein
Knotenpaar:  O(m - min{m'/? n?/3})
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Einfache Kantenzusammenhangsalgorithmen

o Trivialer Algorithmus: mit n(n — 1)/2 MaxFlow-Aufrufen den lokalen
Kantenzusammenhang aller Knotenpaare berechnen

@ Besser: einen Knoten s festzuhalten und dann fiir alle anderen
Knoten t die lokalen Zusammenhangszahlen A(s, t) berechnen

Mindestens einer dieser Knoten muss auf der anderen Seite eines
MinCuts liegen.

Deshalb ist das Minimum aller dieser (n — 1) lokalen
Zusammenhangszahlen A(s, t) gleich dem (globalen)
Kantenzusammenhang A des Graphen.

Gesamtkomplexitat:  O(nm - min{n?/3, m/?})
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Kantenzusammenhangsalgorithmen
A-Covering

@ Der Algorithmus funktioniert auch, wenn man statt der ganzen
Knotenmenge nur eine Teilmenge verwendet, die zwei Knoten s, t
enthilt, deren lokaler Zusammenhang A(s, t) gleich dem globalen
Zusammenhang A ist.

@ Eine solche Teilmenge heiBt A-Covering.

= Versuche, die Kardinalitat dieser Knotenmenge zu reduzieren.
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KomponentengroBe

Lemma

Sei S ein Minimum Edge-Cut eines Graphen G = (V,E) und sei L,R C V
eine Partition der Knotenmenge, so dass L and R durch S separiert werden.

Wenn \(G) < 6(G), dann besteht jede Komponente von G — S aus mehr
als 6(G) Knoten, d.h. es gilt |L| > 6(G) und |R| > 6(G).
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KomponentengroBe

Beweis.

@ Seien i, ..., I, die Elemente von L und sei E[L] = E(G][L]) die Menge

der durch L induzierten Kanten in G.

o Es gilt:

>,

(9}
=
N

K
> da(h)
i=1
< 2-|E[L]| +|S]
k(k—1
2. %_’_ |S|
< k(k—1)+d¢

IA

@ Aus 0g - (k—1) < k(k—1) folgt |[L| =k > 1 und |L| = k > J¢
(sowie |R| > d(G)).

O

v
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KomponentengroBe

Folgerung

Wenn gilt A\¢ < d¢, dann enthilt jede Komponente von G — S einen
Knoten, der mit keiner Kante in S inzident ist.
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Zusammenhang Kantenzusammenhangsalgorithmen

Kantenzusammenhang A

Lemma

Sei A\¢ < 0¢ und sei T ein Spannbaum von G.
Dann enthalten alle Komponenten von G — S mindestens einen Knoten,
der kein Blatt in T ist, d.h. die inneren Knoten von T bilden ein \A-Cover.

Beweis.

@ Nehmen wir an, dass es nicht so ware
(d.h. alle Knoten in L sind Blatter von T).

@ Also fiir keine Kante von T sind beide Endknoten in L, d.h. |L| = |S|.

@ Aus dem vorhergehenden Lemma (¢ < d¢ = |L| > d¢ und |R| > d¢)
folgt, dass A\g = |S| = |L| > d¢
(Widerspruch zur Annahme).

Ol

v
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Kantenzusammenhangsalgorithmen
Spannbaum-Berechnung (Esfahanian & Hakimi)

Algorithmus von Esfahanian & Hakimi:
@ Berechne Spannbaum des gegebenen Graphen.
@ Wahle beliebigen inneren Knoten v des Baums.

@ Berechne fiir jeden anderen Knoten w, der kein Blatt ist, den lokalen
Kantenzusammenhang A(v, w).

@ Das Minimum dieser Wertemenge, zusammen mit d¢g, ergibt genau
den Kantenzusammenhang Ag.

Ein Baum mit moglichst vielen Blattern wére vorteilhaft, aber die
Konstruktion eines optimalen Baums ist N/P-hart.
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e A A e
Spannbaum-Berechnung (Esfahanian & Hakimi)

Esfahanian & Hakimi:

@ Algorithmus zur Berechnung eines Spannbaums T von G, so dass
beide Mengen, L und R eines minimalen Kantenseparators mindestens
ein Blatt von T enthalten, und nach dem letzten Lemma mindestens
einen inneren Knoten.
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Zusammenhang Kantenzusammenhangsalgorithmen

Spannbaum-Berechnung (Esfahanian & Hakimi)

Algorithmus 14: Spannbaum-Berechnung (Esfahanian & Hakimi)

Input : Ungerichteter Graph G = (V, E)
Output : Spannbaum T mit einem Blatt und einem inneren Knoten in L
bzw. R
Wihle v € V;
T < alle Kanten inzident mit v;
while |[E(T)| < n—1do
Wahle ein Blatt w in T, so dass fiir alle Blatter r in T gilt:
L IN(w) N (V= V(T))| = [N(r)n (V= V(T))];
T+ TU{(w,x)e E:xe(V-V(T))}
return T;
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Zusammenhang Kantenzusammenhangsalgorithmen

Kantenzusammenhang A (Esfahanian & Hakimi)

Algorithmus 15: Kantenzusammenhang A (Esfahanian & Hakimi)

Input : Ungerichteter Graph G = (V, E)
Output : \(G)

Konstruiere einen Spannbaum T (voriger Algorithmus);
Sei P die kleinere der beiden Mengen

(entweder die Blatter oder die inneren Knoten von T);
Wahle einen Knoten u € P;

¢+ min{Ag(u,v) :veP\{u}};

A < min(6(G), ¢);

return \;
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Kantenzusammenhang A (Esfahanian & Hakimi)

e Da P als kleinere der beiden Mengen (Blatter / innere Knoten)
gewahlt wird, bendtigt der Algorithmus hochstens n/2 Berechnungen
fiir lokale Zusammenhangszahlen.

= Gesamtzeitkomplexitat: O(Amn)
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Kantenzusammenhang A\ (Matula)

Definition
Ein Dominating Set fiir einen Graphen G = (V/, E) ist eine

Knotenteilmenge V' von V, so dass jeder Knoten, der nicht in V' ist, mit
mindestens einem Knoten in V' iiber eine Kante verbunden ist.

Lemma

Im Fall \(G) < 6(G) ist jedes Dominating Set von G auch ein \-covering
von G.
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Zusammenhang Kantenzusammenhangsalgorithmen

Kantenzusammenhang A\ (Matula)

Verbesserter Algorithmus von Matula:

@ Analog zur Spannbaum-Methode, wird \ hier berechnet, indem man
» ein Dominating Set D von G berechnet,
> einen beliebigen Knoten u € D auswahlt und
» den lokalen Kantenzusammenhang A(u, v) fiir alle anderen Knoten

v € D\ {u} berechnet.
e Das Minimum der Wertemenge (wieder zusammen mit d¢) ist der
Kantenzusammenhang.

@ Obwohl die Berechnung eines Dominating Sets minimaler Kardinalitat
N'P-hart ist, kann man zeigen, dass der Algorithmus in Zeit O(mn)
[5uft, wenn man das Dominating Set wie im folgenden Algorithmus
konstruiert.
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Kantenzusammenhang A\ (Matula)

Algorithmus 16: Berechnung eines Dominating Sets (Matula)

Input : Ungerichteter Graph G = (V, E)
Output : Dominating Set D

Wihle v € V;
D« {v};
while V' \ (DU N(D)) # 0 do
Wabhle einen Knoten w € V' \ (D U N(D));
L D+ Du{w};

return D;
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k-Kantenzusammenhangskomponenten
David W. Matula: k-Components, Clusters, and Slicings in Graphs

@ gegeben: ungewichteter, ungerichteter Graph G = (V, E)

e Wdh.: Eine k-Kanten-(Zusammenhangs-)Komponente von G ist ein
maximaler k-kanten-zusammenhingender Teilgraph von G.

@ Da wir in diesem Abschnitt nur iiber
Kantenzusammenhangskomponenten sprechen, werden diese hier oft
einfach als k-Komponenten bezeichnet
(auch wenn sich das Wort sonst auf Knotenzusammenhang bezieht)

o Teilgraphen bestehend aus einem einzelnen isolierten Knoten (k = 0)
nennen wir triviale Komponenten, aber diese werden hier nicht als
k-Komponenten angesehen.
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Zusammenhang k-Kanten-Zt hangskomponenten

Vereinigung von Teilgraphen

Lemma
¢
Seien Gi, Gy, ..., Gy Teilgraphen von G, so dass ihre Vereinigung U G;
i=1
(einfach) zusammenhangend ist.

Dann gilt:
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(e liaiiia ZUSEITT E B PR
Vereinigung von Teilgraphen

Beweis.

o Wenn Ule G; aus einem einzigen Knoten besteht, gilt die
Behauptung (denn beide Seiten sind Null).

@ Sei anderenfalls C = (A, A) ein MinCut von Ule Gi.
@ MinCut C muss mindestens eine Kante enthalten, da Uf;l Gi
zusammenhangend ist und mindestens 2 Knoten hat.

@ Falls C eine Kante eines Teilgraphen G; enthilt, enthalt sowohl A als
auch A jeweils mindestens einen Knoten aus V/(G;j), d.h. C muss
einen Cut fiir G; enthalten.

— Fiir mindestens ein j € {1,...,¢} gilt: A (Ufle G,-) > \(G))
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Zusammenhang k-Kanten-Zt hangskomponenten

Vereinigung von Teilgraphen

Fiir die Teilgraphen G, G, ..., Gy von G muss jeder Cut des induzierten
Teilgraphen G [Ule V(G,-)] einen Cut der einfachen Vereinigung der
Teilgraphen Ule G; enthalten. Also gilt:

¢
i=1
Folgerung

Wenn Gy, G, ..., Gy Teilgraphen von G sind, so dass Ufle G;
zusammenhdangend ist, dann gilt:

A(G
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Vereinigung von Teilgraphen

@ Achtung:
In der Folgerung kann die Bedingung, dass die einfache Vereinigung
Uf;l G; zusammenhangend ist, nicht durch die abgeschwichte

Forderung, dass der induzierte Teilgraph der vereinigten
Knotenmengen G [Ule V(G,-)} zusammenhéngend ist, ersetzt

werden!

Bsp.: wenn G; und Gy zwei disjunkte Kreise sind, die in G durch eine
einzelne Kante verbunden sind, ist die Ungleichung in der Folgerung
nicht erfiillt.

@ Eine weitere Konsequenz des Lemmas ist die Tatsache, dass die
k-Kanten-Komponenten jedes Graphen disjunkt sind.
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Zusammenhang k-Kanten-Zt hangskomponenten

Die Kohasion / Zusammenhangsfunktion

Definition

Fiir jedes Element (Knoten oder Kante) x € V(G) U E(G) eines
Graphen G ist die Kohasion (cohesiveness) bzw. die
Zusammenhangsfunktion h(x) definiert als maximaler Wert des
Kantenzusammenhangs von allen Teilgraphen von G, die x enthalten.

Das Maximum o(G) aller Koh&sionswerte des Graphen G wird als Starke
(strength) des Graphen bezeichnet, also

o(G) = max{\(G’) : G’ ist Teilgraph von G}.
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Zusammenhang k-Kanten-Zt hangskomponenten

Die Kohasionsmatrix

e Die Zusammenhangsfunktion kann durch die (symmetrische)
Kohd&sionsmatrix dargestellt werden.

@ Zeilen und Spalten werden durch die Knoten des Graphen indiziert

Eintrag fiir Position v;, v; ist jeweils die Kohasion der Kante {v;, v;},
falls sie existiert, und sonst Null

Die Kohasion eines Knotens ist dann das Maximum der
entsprechenden Zeile oder Spalte.

Die Starke o von G ist das Maximum aller Matrixeintrage.
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Zusammenhang k-Kanten-Zt hangskomponenten

Die Kohasionsmatrix

Fir Knoten v € V(G) gilt: 0 < h(v) < deg(v)

Falls {vi, vj} € E(G), gilt:

1 < h({vi, vj}) < min{deg(v;), deg(v;)}

h(x) = 0 gilt also nur, wenn x ein isolierter Knoten ist.

0(G) = 0 gilt nur, wenn G keine Kante enthilt.

0(G) =1 gilt genau dann, wenn G ein Wald mit mindestens einer
Kante ist, denn jeder Kreis wiirde o(G) > 2 implizieren.
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Eindeutige Komponentenzuordnung

e Fir x € V(G)U E(G) und h(x) > 1 muss es fiir jedes
k € {1,...,h(x)} einen k-kanten-zusammenhangenden Teilgraph
geben, der x enthilt.

@ Insbesondere muss es auch einen maximalen solchen Teilgraph (also
eine k-Kanten-Komponente) geben.

@ Da die k-Kanten-Komponenten sich nicht iiberschneiden ist dieser
maximale Teilgraph (die Komponente) eindeutig.

Folgerung
Fiir jeden Graphen G, jedes Element x € V(G) U E(G) und jede
Zusammenhangszahl k € {1,..., h(x)} existiert eine eindeutige

k-Kanten-Zusammenhangskomponente in G, die x enthilt.
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Eindeutige Komponentenzuordnung

o Fiir jedes Element x mit h(x) > 1 gilt:
Unter allen Teilgraphen, die x enthalten und die maximalen
Kantenzusammenhang (also h(x)) haben, hat die eindeutige
h(x)-Komponente, die x enthilt, die meisten Knoten.
Sie heiBt h(x)-Komponente selektiert durch x (Symbol: H,).

@ Die Kohasion eines Elements kann aus dem Wissen iber einen
beliebigen Teilgraph maximalen Kantenzusammenhangs, der das
Element enthilt, abgeleitet werden.

@ Aus der Kenntnis der k-Kanten-Komponenten von G fiir alle k kann
man h(x) fiir jedes Element x bestimmen.

@ Aber man kann umgekehrt auch mit Hilfe der
Zusammenhangsfunktion die Komponente H, bestimmen.
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Komponentenbestimmung

Satz

Sei x ein Element des Graphen G mit h(x) > 1.

Sei My ein maximaler zusammenhingender Teilgraph von G, der x enthilt
und dessen Elemente alle Kohasion mindestens h(x) haben.
Dann gilt My, = Hy.

Beweis.

e Fir x € V(G)U E(G) mit h(x) > 1 sei M, definiert wie in dem Satz.

@ Dann haben fiir jedes y € V(M,) U E(M,) alle Elemente von H,

Kohasion mindestens h(y) > h(x), so dass also gilt H, U M, = M,,
also H, C M,
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Komponentenbestimmung

Beweis.
@ Da jedes Element von M in einem H, ist, gilt:

M, = J{Hy : ¥ € V(M) U E(M,)}
@ Nach dem Lemma gilt daher
A(Mx) = h(x)
o Da M, selbst ein Teilgraph von G ist, der x enthalt, gilt
A(My) = h(x)

e Damit ist My ein h(x)-kanten-zusammenhéngender Teilgraph von G
und muss in der h(x)-Komponente selektiert durch x enthalten sein,
also in H,.
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Komponentenbestimmung

Beweis.

o Da wegen M, = J{H, : y € V(M) U E(M,)} der Teilgraph H,
in M, enthalten sein muss, gilt M, = H,.

@ Der im Satz definierte Teilgraph M, ist damit eindeutig und kann
bestimmt werden, indem man ausgehend von x alle Elemente
anhdngt, die von x iiber einen Pfad erreichbar sind, dessen Elemente
alle Kohasion mindestens h(x) aufweisen.

O]

v

Folgerung

Fiir jeden Graph G und eine beliebige Zahl k € {1,...,0(G)} bilden die
Knoten und Kanten von G mit Kohdsion mindestens k einen Graph,
dessen Komponenten die k-Komponenten von G sind.
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Zusammenhang k-Kanten-Zt hangskomponenten

Komponentenbestimmung

e Fiir jeden Graph G sind die h(x)-Komponenten selektiert durch
x € V(G) U E(G) von besonderem Interesse. Es wird nun gezeigt,
dass in dieser Menge alle k-Kanten-Komponenten von G (fiir alle

k € {1,...,0(G)}) enthalten sind.

Folgerung
Wenn G’ eine k-Komponente (fiir ein k > 1) des Graphen G ist, dann gibt
es ein x € V(G) U E(G), so dass G' = H, ist.
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Komponentenbestimmung

Beweis.

@ Sei G’ eine k-Komponente von G.

@ Dann gilt 1 < k < A(G’) und G’ ist damit auch eine
A(G’)-Komponente von G.

e Wihle x € V(G') U E(G’) so, dass h(x) minimal ist und sei My
definiert wie im Satz. (Man beachte, dass G’ in M, als Teilgraph
enthalten sein muss.)

o M, = H, ist eine h(x)-Komponente und deshalb
k-kanten-zusammenhingend (da k < A\(G’) < h(x)).

@ Da G’ ein maximaler k-kanten-zusammenhingender Teilgraph ist, gilt
G' = H,.

O]

v
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Zusammenhang k-Kanten-Zt gskomponenten

Zusammenhangsvielfalt

Definition
Fiir einen Graphen G sei die Zusammenhangs(komponenten)vielfalt 7(G)
definiert als

1n(G) = |[{H : H ist eine k-Komponente von G fiir ein k > 1}|

e Aus dem vorangegangenen Korollar folgt n(G) < |V(G)| + |E(G)|.

@ Noch genauer (isolierte Knoten sind keine k-Komponenten):

Satz
Fiir jeden Graph G gilt:
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Zusammenhangsvielfalt

Beweis.

o Fiir den Beweis wird eine starkere Ungleichung fiir
zusammenhidngende Graphen gezeigt:

o(6) < VV(G)\+21—)\(G)J

@ klar fiir zusammenhingende Graphen auf 1 oder 2 Knoten

@ Induktion: angenommen G ist ein zusammenhangender Graph auf
n > 3 Knoten und die Ungleichung gilt fiir zusammenhangende
Graphen auf weniger als n Knoten.

e Falls A\(G) = 0(G), dann gilt n(G) = 1 und somit auch die
Ungleichung.
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Zusammenhangsvielfalt

Beweis.

@ Sonst sei G’ der Teilgraph von G, den man aus G durch Léschen der
Elemente mit Kohasion A\(G) erhilt, d.h.
G’ ist ein Graph, dessen Komponenten die (A(G) + 1)-Komponenten
von G sind.

e Die Kanten von G mit Kohision A\(G) miissen einen Cut von G
beinhalten.

= G’ ist nicht zusammenhingend oder hat weniger Knoten als G.
o In beiden Féllen hat jede der Komponenten Gj, G, ..., G/ von G’
weniger Knoten als G.
= Ungleichung lasst sich per Induktionsvoraussetzung auf alle G/ mit
ie€{l,...,j} anwenden.
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Zusammenhangsvielfalt

Beweis.
e Ebenso gilt A\(G!) > X\(G) + 1 furie{1,...,/}.
@ Eine k-Komponente von G’ muss nun eine k-Komponente einer
Komponente von G’ sein und umgekehrt.
@ Deshalb gilt

IN

i {IV(G{)I e A(G{)J

i=1

< |M-is)

= (6]
i=1

e Esgilt |[V(G')| <|V(G)| — 1 oder G’ ist nicht zusammenhingend, so
dass j > 2 und jJA(G) > A\(G) + 1.

v
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Zusammenhang k-Kanten-Zt gskomponenten

Zusammenhangsvielfalt

Beweis.
@ In jedem Fall gilt:

() < {IV(G)I —21 - /\(G)J

o G selbst ist eine k-Komponente von G fiir k = A\(G), und
n(G) =n(G") +1.
o Damit gilt:

(G) < {|V(G)\+21—)\(G)J
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Zusammenhang k-Kanten-Zt hangskomponenten

Zusammenhangsvielfalt

Beweis.
Ungleichung aus dem Satz:
@ Die Ungleichung aus dem Satz ist fiir triviale Graphen klar.
o Fiir nichttriviale zusammenhingende Graphen folgt sie aus der
verscharften Form.
o Fiir beliebige Graphen folgt sie aus der Summation iiber die
nichttrivialen Komponenten.
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(e liaiiia ZUSEITT E B PR
Cluster

@ Zusammenhangsfunktion jedes Graphen hat ein Plateau iiber jeder
0(G)-Komponente und evt. auch noch an anderen Stellen.

@ Plateaus sind Gebiete von (lokal) optimalem Zusammenhang, d.h.,
k-Komponenten, die véllig disjunkt zu (k + 1)-Komponenten sind.

Definition
Jeder isolierte Knoten und fiir k > 1 jede k-Komponente von G, die keine
(k + 1)-Komponente enthilt, ist ein Cluster von G.

e Graph G ist ein Cluster, falls 0(G) = A(G).

@ Verschiedene Cluster kdnnen keine gemeinsamen Knoten enthalten
(folgt aus Disjunktheit von k-Komponenten).

@ Manche Knoten sind in keinem Cluster.

@ Cluster lassen sich aus der Zusammenhangsfunktion bestimmen
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Zusammenhang k-Kanten-Zt hangskomponenten

Subcluster

Definition
Ein induzierter Teilgraph K[A] eines Clusters K des Graphen G mit
AK[A]) = A(K) heiBt Subcluster von G.

@ Subcluster reprasentieren also induzierte Teilgraphen von lokal
maximalem Kantenzusammenhang, die nicht unbedingt
inklusions-maximal sind.

@ Wenn G[A] und G[B] Subcluster von G sind, fiir die gilt AN B # (),
dann ist AU B ein Subcluster von G.
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Zusammenhang k-Kanten-Zt hangskomponenten

Cluster und Subcluster

@ Die Subcluster eines Graphen bilden unter der Relation “ist echter
Teilgraph von” eine partielle Ordnung mit Clustern als maximalen
Elementen.

@ Die partielle Ordnung der Subcluster in einem bestimmten Cluster ist
ein beschrankter Verband.

@ Da alle Cluster eines Graphen disjunkt sind, ist die vollstandige
partielle Ordnung eine Vereinigung von disjunkten beschrinkten
Verbanden.
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Zusammenhang k-Kanten-Zt h komponenten

Schnitt von Subclustern

Satz
Seien G[A] und G[B] Subcluster eines Clusters K in G, so dass AN B # ().
Wenn es einen MinCut von G[A] U G[B] gibt, der
e die Knoten in A\ B von den Knoten in B\ A separiert und
o der mindestens eine Kante aus G[AN B| enthilt,
dann ist G[AN B] ein Subcluster von K in G.
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Schnitt von Subclustern

Beweis.
o Annahme: C = (W, W) ist MinCut von G[A]U G[B] mit A\ B C W
und B\ A C W und mindestens eine Kante von C ist in G[AN B]
= C ist auch ein Cut fiir G[A] und fiir G[B]
o AG[AJU G[B]) = min{A(G[A]), \(G[B])} (siehe Lemma iiber
zusammenhingende Vereinigung von Teilgraphen)
= A(G[AJU G[B]) = A(G[A]) = A(G[B]) = o(K)
(da G[A] und G[B] Subcluster sind)
= |C| =0(K) und C C E(G[AN B]) (da jeder Cut von G[A] und G[B]
mindestens o(K) Kanten enthilt)
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Schnitt von Subclustern

Beweis.
0SeiD=ANB, X=WnND, X=WnD.
o C = (W, W) ist auch Cut von G[D]

o Beweisidee: zeigen, dass jeder Cut von G[D] mindesten o(K)
Kanten enthalt

o Sei C, = (Y, Y) ein Cut von G[D]

e Falls Y C X, dann C, = (Y, Y) = (Y, Y U W) ist auch Cut von
G[B], also |Cy| > o(K)

@ Ebenso, wenn Y C X, Y C X oder Y C X, dann ist C, Cut von
G[A] oder G[B] und damit |C,| > o(K)

@ Ansonsten sind die folgen_den vier Knotenmengen nicht leer:
Di=XNY,Dob=XNY, D3=XNY,Dy=XNY

o Jl,Di=D=ANB

4
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Schnitt von Subclustern

Beweis.

e Da G[B] Subcluster von K ist, enthalt der Cut zwischen D; und
B\ D; in G[B] mindestens o(K) Kanten die alle zwischen D;
einerseits und Dy, D3 und D4 andererseits verlaufen:

(D1, B\ D1)| = |(D1; Da)| + (D1, Ds)| + (D1, Da)| = o(K)
Ebenso fiir D, und B\ D, in G[B]:
(D2, B\ D)| = (D, Da)| + (D, D3)] + (Da, Di)| > o(K)
o Addition ergibt:
2|(D1, D2)|+ (D1, D3)| 4 |(D1, Da)| + [(D2, D) [+ (D2, D4)| = 20(K)

= 2|(D1, D2)| + |(D1 UD,, D3 U D4)| > QU(K)

4
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Zusammenhang k-Kanten-Zt hangskomponenten

Schnitt von Subclustern

Beweis.
o (D1UD,,D3UDy) = (X,X)=C
e also |(D1,D,)| > 0(K)/2 und ebenso |(Ds3, Ds)| > o(K)/2
— 161 = (Y, V)| 2 [(Dy, D2)] +[(Ds, Da)]| = o(K)
= Jeder Cut von G[AN B] hat mindestens o(K) Kanten
= G[AN BJ ist Subcluster von Cluster K des Graphen G
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Zusammenhang k-Kanten-Zt hangskomponenten

Slicings

Definition
Die geordnete Partition der Kanten des Graphen G, Z = (G, Gy, ..., Cp),
ist ein Slicing von G falls fiir jedes Element C; gilt:

G fir i =1
. . n i_l
C; ist ein Cut (A;, A;) von G U G firie{2,...,m}
j=1

Ein Element C; des Slicings heiBt auch Cut des Slicings.

Anmerkung: m ist hier nicht die Kantenanzahl.
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Zusammenhang k-Kanten-Zt hangskomponenten

Minimale und Narrow Slicings

Definition

Ein Slicing Z = (G, Gy, ..., Cp) von G, fiir das es keine echte
Unterpartition gibt, die ein Slicing von G ist, ist ein minimales Slicing
von G.

@ Jeder Cut C; eines minimalen Slicings muss ein minimaler Cut einer
i—1 .
Komponente von G —(J;Z; (; sein.

Definition
Z ist ein Narrow Slicing von G, falls jeder Cut C; ein Minimum Cut einer
Komponente von G — Uj’;i G ist.
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Zusammenhang k-Kanten-Zt hangskomponenten

Minimale und Narrow Slicings

Dynamische Interpretation:

@ Slicing ist Sequenz von nicht-leeren Cuts, die G in isolierte Knoten
teilen

@ Minimale / Narrow Slicings verwenden nur Minimale / Minimum Cuts
in jedem Schritt.

@ Jedes Narrow Slicing ist auch ein Minimales Slicing
(was umgekehrt nicht gilt).
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(e liaiiia ZUSEITT E B PR
Slicings

@ niitzlich: Slicing als sukzessive Zerlegung der Knotenmenge

i-ter Cut G; = (A;, A;); ist Cut von G — /21 G

Da AiUA; = V(G — UiZ1 G) = V(G), betrifft (A, A); die gleiche
Partition der Knoten von G wie der Cut (A;, A;) von G.

Es gilt

(A1, A)i = (A, Aj) — Uc

Also enthilt (A;, A;); nicht unbedingt alle Kanten des Cuts (A;, A;)
von G fiir i > 1.

Beachte: Kantenmenge (A, A;) hingt implizit von G ab,
Kantenmenge (A;, A;); hangt implizit von G und Z ab.

Die Knotenpartition ist jedoch explizit und bei beiden gleich!
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Knotenpartitionen

@ Reprasentation der Cuts des Slicings als Knotenpartition von V(G)
bietet eine niitzliche Charakterisierung von jedem Graphen
G — UJ’;} C; als Vereinigung von induzierten Teilgraphen von G

@ Da (; die Knotenmenge A; von A separiert, und damit
G—-CG = G[Al] U G[Al], gilt somit:

G — (Cl U C2) = G[Al ﬂAg] U G[Al ﬂA_Q] U G[Al ﬂAg] U G[A_l ﬂA_Q]

Satz

Induktiv folgt: Sei Z = (G, G, ..., Cy) ein Slicing von G mit
G = (A, A)i firi € {1,...,m}. Dann gilt firj € {1,..., m}:

G_Qlck:U{G[ﬂA,mﬂZ\i] :sC{1,2,...,j}}

i€s i¢s

v
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Knotenpartitionen

o Jeder Graph G kann geschrieben werden als
G = G[P1] U G[P2] U ... U G[Py], wobei jedes G[P;] eine
Komponente von G ist.

e Sei dann {Py, Py,..., P,} die Komponenten-Knoten-Partition von G.

e Falls G nicht zusammenhangend ist, konnen die induzierten
Teilgraphen auf der rechten Seite im letzten Satz
unzusammenhangend sein.

@ Sei Z= (G, G, ..., Cyp) ein Slicing von G, wobei G die
Komponenten-Knoten-Partition {Py, P,...,P,} hat.

Dann ist die Komponenten-Knoten-Partition von G — |}, _; Cx =

U{G[PZOHAfQHAi] :1§E§n,sc{1,2,...,j}}

i€s i¢s
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Knotenpartitionen

o Beachte: die Komponenten-Knoten-Partition von G — U’k 1 Gk ist
eine Subpartltlon der Komponenten-Knoten-Partition von
G — UlekfurJE{l m}.

= Slicing Z = (G, &, .. ., Cm) bewirkt eine geschachtelte Sequenz von
m + 1 Knotensubpartitionen von der Komponenten-Knoten-Partition
{P1, P2, ..., Py} bis hinunter zur minimalen Partition bestehend aus
lauter einzelnen Knoten.

@ Cut C; des Slicings Z = (Cy, Gy, ..., Cyy) kann einige Komponenten
von G — UJ’;i C; intakt lassen.

= sinnvoll: spezifizieren, welche Komponenten durch C; wirklich
zertrennt werden
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Zusammenhang k-Kanten-Zt h komponenten

Zertrennte Teilgraphen des Slicings

@ Die Subgraphen Gy, Gy, ..., Gy, von G sind die durch das Slicing
Z =(Cy, Gy, ..., Cpy) zertrennten Teilgraphen, wenn jedes G; genau
die Komponenten von G — U’ ! C; enthilt, deren Knoten durch C;
separiert werden.

o Jeder vom Slicing Z zertrennte Teilgraph G; ist dann eine Vereinigung
von induzierten Teilgraphen von G.

@ Da ein minimales Slicing nur sukzessive Cuts von individuellen
Komponenten beinhaltet, gilt folgendes Korollar:
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Zusammenhang k-Kanten-Zt hangskomponenten

Knotenpartitionen

Folgerung

Die durch ein minimales Slicing Z = (C1, Gy, ..., Cy,) zertrennten
Teilgraphen sind alle zusammenhangende induzierte Teilgraphen von G.

= Die geschachtelte Sequenz von Komponenten-Knoten-Partitionen fiir
ein minimales Slicing ist derart, dass jede Subpartition aus der
vorhergehenden durch Aufspaltung von genau einem Teil hervorgeht.

= entspricht demzufolge einer maximalen Kette im Verband der
Komponenten-Knoten-Partitionen
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(e liaiiia ZUSEITT E B PR
Lange von Slicings
Definition

Sei die Lange ((Z) eines Slicings Z des Graphen G die Anzahl der Cuts
des Slicings (also die Kardinalitit der Kantenpartition Z).

@ Jeder Cut des Slicings erhoht die Anzahl der
Zusammenhangskomponenten im Graphen.

@ Diese Erhdhung ist genau dann immer gleich Eins, wenn die Cuts
minimal sind (bzw. das Slicing ein minimales Slicing ist).

Satz
Fiir jeden Graphen G mit |E(G)| > 1 gilt:

max{{(Z) : Z ist Slicing von G} = |V(G)|— #Komponenten(G)

und dieses Maximum wird genau von den minimalen Slicings erreicht.

v
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Lange von Slicings

@ Lange eines Slicings Z von Graph G kann 1 sein, falls G bipartit ist.

o Allgemein:
Minimaler Wert fiir die Lange eines Slicings eines Graphen hangt von
der minimalen Zahl k ab, so dass G ein k-partiter Graph ist, also von
der sogenannten chromatischen Zahl x(G) des Graphen G.

Definition
Ein Graph ist k-partit, wenn die Knotenmenge V/(G) in k Mengen
Vi, ..., Vg partitioniert werden kann, so dass jeder induzierte Graph G[V/]

(i€ {1,...,k}) keine Kante enthilt.
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k-Kanten-Zusammenhangskomponenten
Lange von Slicings
Satz
Fiir jeden Graph G mit |E(G)| > 1 gilt:

min{{(Z) : Z ist Slicing von G} = [log, x(G)]}

Beweis.

e Sei Z=(C1, G, ..., Cp) ein Slicing von G mit C; = (A;, A;); und
A; U /_\,' =V.

e Firve Vundie{l,...,m} sei b,-(v):{ é :::::Z;ﬁ'

o Partitioniere Knotenmenge V in die 2™ Teilmengen V, ..., Vom_1,
indem v € V der Teilmenge Vi mit k =37, bi(v) - 2'~! zugeteilt
wird.

v
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Lange von Slicings

Beweis.
e Falls {u,w} € E, dann ist {u,w} € C; fiir ein i, so dass also Knoten
u und w durch Cut C; getrennt werden.
= bi(u) # bi(w)

u und w sind in verschiedenen Teilmengen V/

Y

Die nichtleeren unter den Teilmengen Vp, ..., Vom_1 bilden eine
Partition von V in unabhingige Mengen (independent sets), also
2™ > x(G) bzw. ¢(Z)=m > [log, x(G)].

4

@ Damit wurde erstmal eine untere Schranke gezeigt.

@ Als nichstes wird gezeigt, dass der Wert [log, x(G)] auch tatsichlich
durch ein Slicing Z* erreicht werden kann.
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k-Kanten-Zusammenhangskomponenten
Lange von Slicings
Beweis.
@ Sei Vo, ..., Vy()—1 eine Partition von V in x(G) unabhingige
Mengen (independent sets) und sei m = [log, x(G)].

@ Sei A; die Vereinigung derjenigen Vi, deren Binirdarstellung den
Term 2/~1 enthilt, also

Ai=|J{Vi: |k/27 | =1mod 2} fiiri={1,...,m}

und A,’ =V \ A,‘

@ Sei wie zuvor C1 = (Al,Al) und C,' = (A,‘,A,‘),’ = (A,‘,/Z\,') — Ujl;i C:,
firi=2,...,m.

o Fiir jedes i =1,2,..., m muss es eine Kante {u,w} € E mit u € Vp,

w € V,i—1 geben, da sonst Vo U V51 eine unabhingige Menge ist
(Widerspruch zur chromatischen Zahl x(G))

v
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(e liaiiia ZUSEITT E B PR
Lange von Slicings

Beweis.
e Also gilt: u G_Aj firj=1,...,m,
sowie weA;firj=1,...,i—1 und wecA
= {u, W} € (A,',/_\,'),' = C,'
= kein C; ist leer
e Fiir {u,w} € E gilt auBerdem u € Vi und w € V; fiir ein Paar k # j.

@ Sei i ein Index, so dass die Binardarstellungen von k und j sich im
Term 2/~ unterscheiden.

= ue Ajund w € A; oder u € A; und w € A;
= {u,w}e(A,A)=U"_,C,

n=1

= ECU”, G und Z*=(G,G,...,Cy) ist Slicing von G mit
U(Z*) = m = [logy x(G)]

O

v
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Zusammenhang k-Kanten-Zt gskomponenten

Weite von Slicings

Definition
Die Weite eines Slicings Z des Graphen G sei

w(Z) = max{|C|: C ist ein Cut des Slicings Z}

Jeder Cut C von Z mit |C| = w(Z) heiBt Wide Cut des Slicings Z.

@ Ein MinCut bezieht sich auf den Graphen, wahrend ein Wide Cut sich
auf ein bestimmtes Slicing bezieht.
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Zusammenhang k-Kanten-Zt hangskomponenten

Weite von Slicings

o Da jeder Cut C; = (A;, A;); eines Slicings Z von G in einem Cut
(A;, A;) von G enthalten ist, und da jedes Slicing mit einem
beliebigem Cut von G beginnen kann, muss die maximale Weite eines
Cuts gleich der maximalen Anzahl von Kanten in einem beliebigen
Cut sein.

Satz
Fiir jeden Graphen mit |E(G)| > 1 gilt:

max{w(Z) : Z ist Slicing von G} = max{|C|: C ist Cut von G}
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Zusammenhang k-Kanten-Zt hangskomponenten

Weite von Slicings

@ Die minimale Weite eines Slicings ist dhnlich verwandt zu MinCuts,
aber nicht vom ganzen Graphen G.

Satz
Fiir jeden Graphen mit |[E(G)| > 1 gilt:

min{w(Z) : Z ist Slicing von G} = o(G)

= Dualitat zwischen Slicings und Subgraphen:
mZin mcax{\C| : C ist Cut des Slicings Z von G} =
max mCin{|C| . C ist Cut des Teilgraphen G’ von G}
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Weite von Slicings

Beweis.
(Ungleichung in beiden Richtungen)
min{w(Z) : Z ist Slicing von G} >
max{A(G’) : G’ ist Teilgraph von G} = o(G):
@ Sei K ein Cluster von G mit A(K) = o(K).

@ Dann gilt fiir jedes Slicing Z von G, dass es einen ersten Cut C; gibt,
der Knoten von K separiert.

@ Dann muss C; einen Cut fiir K enthalten, so dass
|Ci| > MK) = 0(G).

e Also gilt w(Z) > o(Z) fiir jedes Slicing Z.
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Zusammenhang k-Kanten-Zt gskomponenten

Weite von Slicings

Beweis.
min{w(Z) : Z ist Slicing von G} <
max{A(G’) : G’ ist Teilgraph von G} = o(G):

e Sei Z* =(GC,...,Cny) ein Narrow Slicing von G mit Wide Cut C;.

@ Sei G; der Teilgraph von G, der durch C; zertrennt wird

@ Da ein Narrow Slicing nur Minimum Cuts benutzt, folgt
AG)) = w(Z).
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Zusammenhang k-Kanten-Zt hangskomponenten

Weite von Slicings

@ Die Weite eines Slicings muss groBer oder gleich der
durchschnittlichen Anzahl der Kanten in den Cuts des Slicings sein.

@ Aus dem letzten Satz und dem Satz iiber die maximale Linge eines
Slicings folgt damit die folgende untere Schranke fiir die Starke o(G):

Folgerung
Fiir jeden Graphen mit |[E(G)| > 1 gilt:
[E(G)
o(G) > ——~—— > |E(G)|/|V(G
(©) = gyliy > IE@I/IV(O)
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Zusammenhang k-Kanten-Zt hangskomponenten

Narrow Slicings

@ Im Beweis des letzten Satzes war jedes Narrow Slicing ausreichend,
um die Ungleichung der zweiten Richtung zu beweisen. Deshalb
gelten folgende Korollare:

Folgerung
Fiir jedes Narrow Slicing Z* von G gilt: w(Z*) = o(G).

Folgerung
Jeder Wide Cut eines Narrow Slicings von G ist ein Minimum Cut eines
Subclusters von G. )
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k-Kanten-Zusammenhangskomponenten
Narrow Slicings und k-Komponenten

Die nachsten zwei Folgerungen zeigen, dass man ein Narrow Slicing
benutzen kann, um die k-Komponenten (k > 1) und die
Zusammenhangsfunktion zu berechnen.

Folgerung
Seien G[A1], G[Az],...,G[An] die Teilgraphen, die durch das Narrow
Slicing Z = (Cy, G, ..., C) getrennt werden.
Dann ist jede k-Komponente von G gleich einem G[A;] fiir ein
ie{l,...,m}.
Weiterhin ist ein G[A;] (i € {1,..., m}) genau dann eine k-Komponente
von G, wenn

Ai D A; fiirj <i= |G| < |Gl

Und solch ein G[A;|] ist genau dann ein Cluster von G, wenn auch gilt

Ai CA; firj>i= |G| <|Gl.

v
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k-Kanten-Zusammenhangskomponenten
Narrow Slicings und k-Komponenten

Beweis.

@ Seien G[A1],..., G[An] die Teilgraphen, die durch das Narrow Slicing
Z=(G,G,...,Cp) getrennt werden, so dass \(G[A/]) = |G
(ied{l,...,m}).

@ Sei H eine k-Komponente von G fiir ein k € {1,...,0(G)}.

@ Dann muss der erste Cut C, aus Z, der Knoten aus H separiert, einen
Cut von H enthalten, also |C,| = A(G[A,]) > A\(H).

e Da H zusammenhingend ist, muss H ein Teilgraph von G[A,] sein,
weil C,, der erste Cut ist, der Knoten aus H separiert.

= GJ[A;] ist ein A\(H)-kanten-zusammenhangender Graph
(A(H) < A(G[AA]))-

e Da H ein maximaler A\(H)-kanten-zusammenhangender Graph (per

Def.) sowie ein Teilgraph von G[A,] ist, gilt H = G[A,].

v
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Narrow Slicings und k-Komponenten

Beweis.

o G[A;] (i €{1,...,m}) ist in einer \(G[A;])-Komponente H von G
enthalten, und aufgrund des vorangegangenen Arguments gilt
H = G[Aj] fiir ein j < i.

@ Also ist G[A]] selbst eine \(G[A;])-Komponente von G genau dann,
wenn A; D A; fiir j < i impliziert, dass |G| < |Cil.

o Falls weiterhin G[A|] eine \(G[A;])-Komponente ist, dann handelt es
sich genau dann um ein Cluster, wenn A; C A; fiir j > i impliziert,
dass |G| < |Gl

= Die Teilgraphen, die durch ein beliebiges Narrow Slicing von G
zertrennt werden, enthalten alle k-Komponenten von G, und damit
alle Cluster von G, die keine isolierten Knoten sind.

Ol

v
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Narrow Slicings und Kohasionsfunktion

Folgerung

Seien G[A1], G[A2],. .., G[An]| die Teilgraphen, die durch das Narrow
Slicing Z = (Cy, G, ..., Ciy) getrennt werden.
Dann gilt fiir jedes Graphelement x € V(G) U E(G):

) — 0, falls x ein isolierter Knoten in G ist,
max;{|Ci| : x € A; U E(G[A/])}, sonst

e Wenn G[A1],..., G[Ap] die Subgraphen sind, die durch ein Narrow
Slicing Z = (Cy,...,Cy) von G zertrennt werden, dann miissen nicht
alle m Subgraphen G[A;] k-Komponenten sein.

o Insbesondere, wenn GJ[A|] ein Cluster mit A\(G[A;]) > 2 ist, dann sind
mindestens A\(G[A;]) — 1 der Teilgraphen G[A;] mit j > i echte
Teilgraphen von G[A;] und kénnen demzufolge keine k-Komponenten
von G fiir ein k > 1 sein.
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Zusammenhang k-Kanten-Zt hangskomponenten

Berechnung der Zusammenhangsfunktion

@ Der Algorithmus basiert auf der sequentiellen Bestimmung von
globalen Minimum Cuts fiir hochstens |V(G)| — 1 induzierte
Teilgraphen von G.
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Narrow Slicing Algorithmus

Algorithmus 17: Berechnung eines Narrow Slicings (Matula)

Input : Graph G = (V, E) mit N Komponenten und mindestens einer Kante
Output : Ein Narrow Slicing Z

Représentiere G als Vereinigung seiner Komponenten G = UJN:1 G[P1];

i<+ 1;

while i < |V(G)| = N do

Wiahle G; = G[P; ] fiir ein k, so dass |P; x| > 2;

Finde einen MinCut C; = (A, A) von G;. (Beachte AU A = V(G)));

Definiere neue Komponenten-Knoten-Partition {Pi1;} (j € {1,..., N +i}):
P,',j fir 1 <j <k,

A firj=k fa
Pi+1,j = ,Z\ ﬁjrj _ k’Jr 1’ mit G — LJl C, = U G[P,+1yj]
Pijo1 firk+1<j<N+i, !
B i< i+1;
V(6)|-N

G — U C, besteht jetzt nur noch aus isolierten Knoten und
n=1

Z = (G, ..., Qy(e)—n) ist ein Narrow Slicing;
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k-Kanten-Zusammenhangskomponenten
Narrow Slicing Algorithmus

@ Urspriinglich wurde von Matula vorgeschlagen, den MinCut mit Hilfe
des Cut Trees von Gomory/Hu zu berechnen.

Hier kann man aber auch andere Algorithmen einsetzen, z.B. den
Stoer/Wagner-Algorithmus.

@ Der Narrow Slicing Algorithmus bestimmt explizit ein Narrow Slicing
Z = (G-, Qy(g)—n), eine Liste Gy,..., Gy (g)—n von
induzierten Graphen, die durch das Slicing zertrennt werden, sowie die
durch Z verursachte geschachtelte Sequenz von
Komponenten-Knoten-Partitionen.

@ Daraus koénnen dann entsprechend den friiheren Sitzen sehr einfach
die Zusammenhangsfunktion, die k-Komponenten und die Cluster
von G bestimmt werden.
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k-Kanten-Zusammenhangskomponenten
Narrow Slicing Algorithmus

o G; = G[P;«] hat hochstens |V(G)| +2 — N — i Knoten.

@ Also miissten bei Verwendung der Cut Tree Methode hochstens

IV(G)|-N 1
> (V@) +1-N=-i)= SUVEG) = N)(V(6)| = N +1)
i=1
Flussprobleme einfacher Art geldst werden.
@ Fiir einen zusammenhangenden Graphen waren das hochstens (|V(2(;)\)
Flussprobleme.
e Matula gibt die Komplexitit grob mit n* bis n° an.

@ Das entspricht auch ungefahr der GréBenordnung, die man bei
Verwendung des Stoer/Wagner-Algorithmusses errechnen wiirde
(O(m;n; + n?log n;) pro Teilproblem mit n; Knoten und m; Kanten,
summiert fir n;=n—1,...,1)
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