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Tutoraufgabe 1

Seien f, g : Ny — R Funktionen mit 3ng € N : Vn > ng : f(n),g(n) > 0. Beweisen Sie die
folgenden Aussagen:

(a) f(n) € O(g(n)) gilt genau dann, wenn 0 < lim sup,,_, ., % < oo gilt.

(b) f(n) € Q(g(n)) gilt genau dann, wenn 0 < liminf, % < oo gilt.

(¢) f(n) € o(g(n)) gilt genau dann, wenn lim,,_, g(_:; = 0 gilt.

(d) f(n) € w(g(n)) gilt genau dann, wenn lim,, % = oo gilt.

(e) f(n) € B(g(n)) gilt genau dann, wenn 0 < liminf, % < limsup,,_, % < 00

gilt.

Zur Erinnerung: Fir eine Folge h(n) reeller Zahlen (bzw. eine Funktion von Ny nach R)
gelten die folgenden Definitionen:

e sup M € RU{—00,00} ist die kleinste obere Schranke der Menge M C R.
e inf M € RU{—o00,00} ist die grofite untere Schranke der Menge M C R.

e limsup,, ,,, h(n) := inf>osup,s,, h(n) ist der Limes superior (d.h. gréfter Hau-
fungspunkt) von h(n).

o liminf, . h(n) := sup,sqinf,>, A(n) ist der Limes inferior (d.h. kleinster Hau-
fungspunkt) von h(n).

Anmerkung: Falls der Grenzwert lim,, ., % existiert, dann gilt

g
lim inf M = lim M = lim sup M
n—oo g(n)  n=oo g(n) nooo  g(n)
In der Praxis ist die Existenz dieses Grenzwertes in den meisten Fillen gewihrleistet,
sodass viele O-Notations-Beweise auf die oftmals einfachere und elegantere Berechnung

dieses Grenzwertes reduziert werden konnen.
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Tutoraufgabe 2

Seien f,g,h : Ng — R Funktionen mit Ing € N : Vn > ng : f(n),g(n), h(n) > 0. Zeigen
Sie die folgenden ,, Transitivitats regeln.

) (n) € o(g(n)), dann gilt f(n) € O(g(n)).
) (n) € O(g(n)) und g(n) € O(h(n)), dann gilt f(n) € O(h(n)).
(¢c) Wenn f(n) € o(g(n)) und g(n) € O(h(n)), dann gilt f(n) € o(h(n)).
) (n) )

O(g(n)) und g(n) € o(h(n)), dann gilt f(n) € o(h(n)).

(a) Wenn f(n) €
(b) Wenn f(n) €

Wenn f(n) €

Tutoraufgabe 3

Ordnen Sie die folgenden Funktionen so an, dass fiir zwei in der Anordnung aufeinan-
der folgende Funktionen f und g gilt: f(n) € o(g(n)) oder f(n) € O(g(n)). Beweisen
Sie Thre Anordnung. Benutzen Sie gegebenenfalls die Monotonieeigenschaften elementarer
Funktionen ohne Beweis.

ld(n+1), 10" n, ldvn+1

Anmerkung: Eine solche Anordnung von Funktionen beziiglich ihres asymptotischen
Wachstums und der Landau-Symbole O, 0,2, w, © ist im Allgemeinen nicht immer mog-
lich, da zwei Funktionen f, g unvergleichbar sein kénnen. Dieses Phdnomen (das in der
Praxis nur selten auftritt) ist Gegenstand des néchsten Ubungsblattes.

Zusatzaufgabe 1

Seien f,g,h : Ng — R Funktionen mit Ing € N : Vn > ng : f(n),g(n), h(n) > 0. Zeigen
Sie die folgenden ,, Transitivitéits‘regeln.

, dann gilt f(n) € Q(g(n)).
€ Q(h(n)), dann gilt f(n) € Q(h(n)).

a) Wenn f(n) € w(g(n

() (n) )
(b) Wenn f(n) € Q(g(n)) und g(n
(¢) Wenn f(n) € w(g(n)
(d) (n)
) (n)

d) Wenn f(n) € Q und g(n) € w(h(n)), dann gilt f(n) € w

)

) )

) und g(n) € Q(h(n)), dann gilt f(n) € w(h(n)
g(n)) ) €

)

)-
h(n)).
)

(9(n) (n)
(e) Wenn f(n) € ©(g(n)) und g(n) € O(h(n)), dann gilt f(n) € O(h(n)).

Hausaufgabe 1

Betrachten Sie den Algorithmus 1 zur Bestimmung eines minimalen Elements in einem
Integer-Array.

Bestimmen Sie die exakte Worst-Case-Laufzeit des Algorithmus, indem Sie die exakte
Anzahl der Rechenoperationen, wie sie in der Vorlesung definiert wurden (Vergleiche, Zu-
weisungen, Additionen, ...), in Abhéngigkeit der Eingabegrofie berechnen (keine asym-
ptotische Abschétzungen durch Landau-Symbole).

Berechnen Sie nun auch die Worst-Case Laufzeit mit Hilfe der Landau-Symbole.
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Algorithmus 1: Min
Input : int A[], int n
int s =1
int min = A[0]
while i < n do
if A[i] < min then
| min = Al
1=1+1
return min

N OO s W Ny =

Hausaufgabe 2

In welcher Relation beziiglich der Landau-Symbole stehen die Funktionen ldn = log, n
und Inn = log, n? Beweisen Sie ihre Aussage.

Hausaufgabe 3
Seien f, g : Ng — R Funktionen mit Ing € N:Vn > ng : f(n),g(n) > 0.

(a) Zeigen Sie (ohne Verwendung der in den Tutoraufgaben 1 und 2 hergeleiteten Geset-
ze), dass f(n) € Q(g(n)) genau dann gilt, wenn g(n) € O(f(n)) gilt.

(b) Zeigen Sie (ohne Verwendung der in den Tutoraufgaben 1 und 2 hergeleiteten Geset-
ze), dass f(n) € w(g(n)) genau dann gilt, wenn g(n) € o(f(n)) gilt.

(c) Zeigen Sie, dass max{f(n),g(n)} € ©(f(n) + g(n)) gilt.

(d) Zeigen Sie, dass im Allgemeinen min{ f(n), g(n)} € O(f(n) + g(n)) nicht gilt, indem
Sie geeignet gewahlte Funktionen f(n) und g(n) als Gegenbeispiel verwenden.

Hausaufgabe 4

Ordnen Sie die folgenden Funktionen so an, dass fiir zwei in der Anordnung aufeinan-
der folgende Funktionen f und g gilt: f(n) € o(g(n)) oder f(n) € O(g(n)). Beweisen
Sie Thre Anordnung. Benutzen Sie gegebenenfalls die Monotonieeigenschaften elementarer
Funktionen ohne Beweis.

(dn)4m n? 2" n, n, 29" nlogn



