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Aufgabe 1 (8 Punkte)

Beantworten Sie die folgenden Fragen.

(a) Nennen Sie eine (fiir (a,b)-Baume charakteristische) Invariante, die bei (a, b)-Baumen
stets erfiillt ist.

(b) Geben Sie eine jeweils moglichst gute obere und untere Schranke fiir die Baumtiefe
eines (a,b)-Baumes fiir n Elemente (d.h. mit n 4+ 1 Bldttern) an.

(c) Wir betrachten ein dynamisches Array mit § = 2 und a = 4 definiert wie in der
Vorlesung. Geben Sie jeweils an, wie grof§ der Anteil der belegten Felder des Arrays
ist, unmittelbar nachdem eine Groéflenédnderung des Arrays stattgefunden hat, die
durch eine

(i) pushBack-Operation ausgelost wurde.

(ii) popBack-Operation ausgelost wurde.

(d) Nennen Sie zwei Probleme, die mithilfe einer modifizierten Tiefensuche gelost werden
kénnen.

(e) Geben Sie fiir MergeSort und fiir QuickSort jeweils asymptotisch optimale obere und
untere Schranken fiir die Laufzeit an.



Loésungsvorschlag

(a) Die Zahl der Kindknoten jedes inneren Knotens aufier der Wurzel ist mindestens a und
maximal b. Ein Splitschliissel entspricht stets dem gréfiten Blatt im zu dem Schliissel
korrespondieren Unterbaum. Alle Blatter befinden sich auf derselben Ebene.

(b) Ein (a,b)-Baum mit n Elementen hat Baumtiefe mindestens [log,(n + 1)] und maxi-
mal 1+ Uoga ("TH)J

(c) Der Anteil der belegten Felder ist jeweils genau 1/2.

(d) DAG-Erkennung, Finden der Zusammenhangskomponenten, Finden der Blocke, Fin-
den der starken Zusammenhangskomponenten

(e) MergeSort: Untere Schranke Q(nlogn), obere Schranke O(nlogn). QuickSort: Untere
Schranke Q(nlogn), obere Schranke O(n?).



Aufgabe 2 (12 Punkte)

Gegeben seien die folgenden Funktionen von N nach R:
f(n)=nY" g(n)=(2n), h(n)=n+[1+(=1)"]-n% k(n)=mn’

Kreuzen Sie in den Zeilen (a) bis (f) jeweils ,A = O an, wenn a(n) € O(b(n)) gilt,
kreuzen Sie ;A = Q* an, wenn a(n) € Q(b(n)) gilt, und kreuzen Sie ,,Unvergleichbar® an,
wenn keine der beiden anderen Antwortmoglichkeiten zutrifft.

(a) f(n) € A(g(n)) OA=0 OA=Q O Unvergleichbar
(b) f(n) € A(h(n)) OA=0 OA=Q O Unvergleichbar
(c) f(n) € A(k(n)) OA=0 OA=Q O Unvergleichbar
d)  g(n) € A(h(n)) OA=0 OA=Q O Unvergleichbar
(e) g(n) € A(k(n)) OA=0 OA=Q O Unvergleichbar
() h(n) € Alk(n)) OA=0 OA=Q O Unvergleichbar

Begriinden Sie Ihre Antworten jeweils mit einem kurzen Beweis.

Jede korrekt angekreuzte Zeile gibt einen Punkt, jede korrekte Begriindung gibt zusdtz-
lich einen Punkt. Eine falsch angekreuzte Zeile oder eine falsche Begriindung gibt keine
Punktabziige.

Losungsvorschlag

(a) f(n) € A(g(n)) OA=0 A=Q O Unvergleichbar
(b) f(n) € A(h(n)) OA=0 XA=Q O Unvergleichbar
(c) f(n) € A(k(n)) OA=0 XA=Q O Unvergleichbar
(d) g(n) € A(h(n)) XA=0 OA=Q O Unvergleichbar
(e) g(n) € A(k(n)) XA=0 OA=Q O Unvergleichbar
(f) h(n) € A(k(n)) OA=0 OA=Q X Unvergleichbar

Zuniichst zeigen wir, dass f(n) € Q(n?) gilt. Dazu ist
EIC>OEInOVn2n0:n\/EZc-n3

zu zeigen. Dies ist offensichtlich wahr, wie man an der Wahl ¢ = 1 und ng = 9 ablesen
kann.

Wir zeigen (b), d.h. f(n) € Q(h(n)). Wegen der Transitivitét von € ist es hinreichend
zu zeigen, dass n® € Q(h(n)), d.h.

Je>03ngVn>ng:n* >c-n+[1+(=1)"-n*



gilt. Hierfiir stellen wir fest, dass
n*=1/3-n*+20*)>1/3-(n+2n*) >1/3-(n+[1+ (=1)"]-n?)
fiir alle n > 1 gilt, d.h. wir kénnen ¢ = 1/3 und ny = 1 wéhlen.

Wir zeigen (c), d.h. f(n) € Q(k(n)): Dies ist offensichtlich, da fiir ¢ = 1 und alle
n>ng=1gerade n®> =c-n-n?>c-n? gilt.
Nun zeigen wir zunéichst g(n) € O(n). Hinreichend dafiir ist ¢'(n) € O(Zn). Die Ablei-
tung von In(2n) = In(n) + In(2) ist 1/n, die von n ist 1. Wegen
1

lim ﬂ =0

n—oo 1
folgt die Behauptung.
Wir zeigen (d), d.h. g(n) € O(h(n)): Wegen der Transitivitit von O reicht es aus,
n € O(n) zu zeigen, d.h.:

Je>0IngVn>ng:n<c-n+[1+ (1" n

Dies ist wahr, wie man an der Wahl ¢ = 1 und ng = 1 leicht erkennen kann.
Daraus folgt automatisch h(n) € Q(g(n)) woraus wegen der Transitivitdt von € sofort
f(n) € Q(g(n)), d.h. (a) folgt.
Wir zeigen (e), d.h. g(n) € O(k(n)): Wegen der Transitivitit von O reicht es aus,
n € O(n) zu zeigen, d.h.:

e >03ng Vn > ng:n < c-n?

Wir zuvor erkennt man dies leicht an der Wahl ¢ = 1 und ng = 1.

Wir zeigen (f), d.h., dass h(n) und k(n) beziiglich O und Q unvergleichbar sind. Dafiir
miissen wir

Ve>0Vng 3In >ng:n+[1+(=1)"-n*>c-n?
und
Ve>0Vng3In>ng:n?>c-n+[1+(=1)"] n’

zeigen. Zunichst die erste Aussage: Seien ¢ > 0 und ng beliebig gewédhlt. Wir wéhlen
n > ng als gerade Zahl, d.h. n+ [1 + (=1)"] - n® = n + 2n®. Fiir n muss n + 2n® > ¢ n?
gelten. Dies ist erfiillt, wenn wir ein beliebiges gerades n > ny wéahlen, das 1/n + 2n > ¢
erfiillt, also zum Beispiel

n = max{ng, [¢/2] + 1} + max{no, [¢/2] + 1} mod 2.

Nun die zweite Aussage: Seien ¢ > 0 und ng beliebig gewiahlt. Wir wahlen n > ng als
ungerade Zahl, d.h. n+ [1+ (—=1)"] - n® = n. Fiir n muss n? > ¢ n gelten. Dies ist erfiillt,
wenn wir ein beliebiges ungerades n > ny wéhlen, das n > c erfiillt, also zum Beispiel

n := max{no, [c¢] + 1} + [max{nog, [¢] + 1} + 1] mod 2.

Wir merken an dieser Stelle an, dass alle Beweise auch mithilfe von Limes, Limes Superior
und Limes Inferior gefithrt werden kénnen.



Aufgabe 3 (9 Punkte)

Wir betrachten eine Schliisselmenge Key = {blau,rot, gelb, schwarz, weifi}, sowie eine
Hashtabelle der Grole m = 4. Es seien folgende Hashfunktionen gegeben:

fi: blau — 0 rot — 0 gelb — 2 schwarz — 2 weil — 3
fa: blau — 1 rot — 2 gelb — 1 schwarz — 3 weifl — 3
f3: blau — 0 rot — 2 gelb — 2 schwarz — 0 weifl — 1
fa: blau — 0 rot — 3 gelb — 1 schwarz — 3 weifl — 1
f5: blau — 1 rot — 0 gelb — 1 schwarz — 1 weifl — 3
fe: blau — 2 rot — 0 gelb — 0 schwarz — 3 weifl — 2
f7: blau — 1 rot — 1 gelb — 0 schwarz — 3 weifl — 3

Geben Sie fiir jede der folgenden drei Familien von Hashfunktionen jeweils an, ob sie im
Kontext der gegebenen Schliisselmenge und Hashtabelle 1-universell ist. Begriinden Sie
Thre Aussagen.

(a) 7-[1 = {f17f27f37f4}
(b) HQ = {f47f57f67f7}
() Hs ={f1, fo, f3, fa, f5, fo: S}

Losungsvorschlag

Eine Familie H von Hashfunktionen ist im Kontext einer Schliisselmenge Key und einer
Hashtabelle der Gré3e m nach Definition 1-universell, wenn fiir alle Werte z,y € Key mit

x # y gilt
e f@)=Fw) _ 1
|H| m
Fiir m = 4 und |H| = 4 bedeutet dies, dass wir nicht mehr als eine Kollision pro Paar z,y
haben diirfen. Fiir |H| = 7 diirfen wir nicht mehr als 7/4 also auch nur eine Kollision pro

Paar haben. Wir stellen zunichst eine Tabelle der Paare und ihrer Kollisionen auf:

| Paar LAlR B fall]fe] ]
blau/rot X X
blau/gelb X X
blau/schwarz b'e X
blau/weif3 X
rot /gelb X X
rot/schwarz X
rot /weill
gelb/schwarz || x X
gelb /weif3 X
schwarz /weif§ X X

Da sowohl H; als auch Hs in jeder Zeile hochstens eine Kollision haben, sind beide Familien
von Hashfunktionen 1-universell. Die Familie H3 ist nicht 1-universell, da beispielsweise
das Paar blau/rot in f; und f7 jeweils eine Kollision also insgesamt 2 Kollisionen hat.



Aufgabe 4 (6 Punkte)

Sortieren Sie die Zahlenfolge 523,126, 67, 1,500, 34, 21,229, 9,123 mit RadixSort. Geben
Sie fiir jede Sortierphase den Inhalt der Buckets sowie die durch die Sortierphase entste-
hende Zahlenfolge an.

Loésungsvorschlag

Wir sortieren nach der letzten Ziffer.

Wir erhalten daraus das folgende Zwischenresultat: 500, 1, 21,523,123, 34, 126, 67,229, 9

Wir sortieren nach der vorletzten Ziffer.

01 21 3|45 6,789
500 21 | 34 67
1 923
9 123
126
229

Wir erhalten daraus das folgende Zwischenresultat: 500, 1,9, 21, 523, 123, 126, 229, 34, 67

Wir sortieren nach der drittletzten Ziffer.

0 1 2134 516 17]181(9
1] 123 | 229 500

91126 523

21

34

67

Wir erhalten daraus das folgende Endresultat: 1,9,21, 34, 67,123, 126, 229, 500, 523



Aufgabe 5 (10 Punkte)

Fiir eine Menge von n > 0 verschiedenen Zahlen ist der Median definiert als das [n/2]-
kleinste Element dieser Menge. Wir betrachten die folgende Modifikation von QuickSelect
gegeben in Pseudo-Code. Diese findet in einem Eingabearray (zi,xs,...,z,) bestehend
aus n verschiedenen Zahlen das k-kleinste Element, wobei k € [n]:

Algorithmus 1: Modifizierter QuickSelect
1 quickSelect(int]] (1, z,...,x,), int k)

Sei m der Median von (1, s, ..., x,).
Sei L ein Array mit genau den Elementen z; < m, i € {1,...,n}.
Sei R ein Array mit genau den Elementen z; > m, i € {1,...,n}.

Falls L genau k — 1 Elemente enthélt, dann gib m aus.

Falls L mindestens k Elemente enthélt, dann gib das Ergebnis von
quickSelect(L, k) aus.

Andernfalls gib das Ergebnis von quickSelect(R, k — |L| — 1) aus.
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Angenommen, man kann den Median einer n-elementigen Menge in linearer Zeit in n
finden (d.h. in Zeit maximal cn + d fiir zwei Konstanten ¢, d > 0). Zeigen Sie, dass unter
dieser Annahme die gegebene Modifikation von QuickSelect Laufzeit O(n) hat. Argumen-
tieren Sie dabei exakt, d.h. erkldren Sie unter anderem, welche Laufzeit die einzelnen
Code-Zeilen bei geeigneter Implementierung haben.

Losungsvorschlag

Zunéchst zeigen wir, welche Laufzeiten die einzelnen Zeilen bei geeigneter Implementie-
rung haben:

Der Aufruf der Funktion ist maximal linear. Die dritte Zeile ist unserer Annahme entspre-
chend maximal linear. Wir betrachten nun die vierte Zeile: Man lduft das Eingabearray
durch und zdhlt, wie viele Elemente kleiner als m sind. AnschlieSfend wird ein entspre-
chend grofles neues Array L erstellt und diese Zahlen in L kopiert. Der Aufwand fiir diese
Prozedur ist maximal linear. Entsprechendes gilt fiir die fiinfte Zeile. Die sechste Zeile
besitzt konstante Kosten. Die siebte und achte Zeile besitzt insgesamt konstante Kosten
fiir den Test und die Einleitung des rekursiven Aufrufs. Entsprechendes gilt fiir die neunte
Zeile.

Wir kénnen damit eine obere Schranke 7'(n) fiir die Laufzeit bei einem Eingabearray
der Lénge n als Rekursion formulieren. Eine kritische Beobachtung dabei ist, dass die
Lénge von L und R jeweils maximal n/2 ist, und damit die Eingabe beim rekursiven
Aufruf maximal halb so grof} ist wie urspriingliche Eingabe. Wir definieren unsere obere
Laufzeitschranke entsprechend:

T(n/2 ! falls n > 1
T(n) = (n/2) + dn, asn_
a, falls n =1

Hierbei ist ¢ > 0 eine geeignet gewihlte Konstante ist, sodass ¢'n eine obere Schranke
fiir die Gesamtlaufzeit der Prozedur ohne die Zeit fiir den rekursiven Aufruf ist. a > 0
wiederum ist der konstante Aufwand bei einer Eingabe der Lange 1.

8



Da die Zahl 1 der rekursiven Aufrufe grofler als der Verkleinerungsfaktor 1/2 ist, kann
der erste Fall des vereinfachten Master-Theorems angewendet werden. Dieses liefert nun
T(n) € ©(n). Der Algorithmus hat also Laufzeit O(n).

Man kann auch ohne das Master-Theorem argumentieren: Es finden maximal 1d(n) rekur-
sive Aufrufe statt. Im i-ten rekursiven Aufruf haben wir Aufwand maximal max{c, a}-n/2".
Die Gesamtlaufzeit ist also nach oben beschrankt durch

[d(n)] [d(n)] 00

Z max{c,a} - % = max{c,a}-n- Z 5 < max{c,a} - n -
=0 i=0 i=0

= max{c,a} -n-2¢€ O(n).

1
2’i



Aufgabe 6 (8 Punkte)

(a) Fiihren Sie eine Merge-Operation auf den folgenden beiden Binomial-Heaps durch.
Zeichnen Sie den resultierenden Binomial-Heap.

min min

| |
OO0
ofolC ofo
© &

(b) Fiihren Sie hintereinander zwei DeleteMin-Operationen auf dem folgenden Binomial-
Heap durch. Zeichnen Sie den Binomial-Heap nach jeder DeleteMin-Operation.

— B
=

) @ (@)

(c) Gegeben seien drei Binomial-Heaps mit 493, 275 bzw. 294 Elementen. Geben Sie
an, welche Rénge die in den Heaps enthaltenen Binomialbdume besitzen. Durch zwei
Merge-Operationen kénnen die drei Binomial-Heaps zu einem neuen Binomial-Heap
vereinigt werden. Berechnen Sie auch fiir diesen Binomial-Heap die Rénge der im
Heap enthaltenen Binomialbdume.

10



Loésungsvorschlag

(a) Die folgenden drei Binomial-Heaps sind moglich.
(i)

min
34

min

13

(iii)

11



(b) Nach der ersten DeleteMin-Operation hat der Binomial-Heap die folgende Gestalt:

min

@

Nach der zweiten DeleteMin-Operation erhalten wir:

min

|

;

(c) Die Rénge lassen sich an der Bindrdarstellung der Zahl der enthaltenen Elemente
ablesen. Daher hat der erste Heap mit 493 = 28 +27 4 26 425+ 23 + 22 1 20 Elementen
die Réange 8,7,6,5,3,2,0, der zweite Heap die Rénge 8,4,1,0 und der dritte Heap
die Rénge 8,5,2,1. Der durch die Merge-Operationen entstehende Heap hat 1062

Elemente und daher die Réange 10,5, 2, 1.



Aufgabe 7 (10 Punkte)

Zeigen Sie, dass die Worst-Case-Laufzeit fiir das Einfiigen von n Elementen in einen
anfangs leeren Bindr-Heap in (nlogn) liegt. Verwenden Sie in Threm Beweis eine in
geeigneter Weise in Abhéngigkeit von n definierte Folge von einzufiigenden Elementen.

Loésungsvorschlag

Wir betrachten fiir alle n > 1 die absteigend sortierte Folgen n,n — 1,...,2,1. Fiigen
wir die Elemente in einer solchen Reihenfolge ein, dann miissen wir in jedem Schritt das
neue Element bis zur Wurzel aufsteigen lassen. Die Laufzeit fiir das Aufsteigen ist damit
mindestens so grofl wie ¢t — 1, wobei ¢ die Baumtiefe des aktuellen Heaps ist. Befinden sich
i Elemente im Heap, dann ist die Baumtiefe des Binér-Heaps [1d(i 4+ 1)] — 1. Damit gilt
fiir die Laufzeit

T(n) > '_ (MdG 4+ 1)] = 1) > 2(101(@' +1)—1)= Z(Id(i) —1)=-n+ Zld(z’)

= —n+1d(n!) > —n +1d(n"?) = —n + gld(n) € Q(nlogn) .

Falls man die Formel 1d(n!) > 1d(n"™/?) oder eine artverwandte Formel nicht kennt, kann
man auch wie folgt argumentieren: Sei n > ny := 4 und sei m die grofite Zweierpotenz,
die kleiner als n/2 ist. Nach Einfiigung der ersten m Elemente ist der Bindr-Heap ein
vollsténdiger Bindrbaum mit m Blittern und Baumtiefe 1d(m) > 1d(n/4) = ld(n) — 2.
Das bedeutet, dass jedes der restlichen mindestens n/2 Elemente fiir das Aufsteigen
eine Laufzeit von mindestens 1d(n) — 2 hat. Die Gesamtlaufzeit ist also mindestens
n/2-(ld(n) —2) € Q(nlogn).

13



Aufgabe 8 (8 Punkte)

In dieser Aufgabe sind die Schliissel lexikographisch geordnet. Zeichnen Sie nach jeder
Operation den durch die Operation entstandenen AVL-Baum, und schreiben Sie dazu, ob
keine Rotation, ob eine Rotation oder ob eine Doppelrotation durchgefiihrt wurde.

(a) Fiithren Sie auf dem folgenden AVL-Baum eine insert-Operation des Schliissels f

durch.

ofko
(b) Fithren Sie auf dem folgenden AVL-Baum eine insert-Operation des Schliissels a

durch. Fiithren Sie dann auf dem dadurch entstandenen AVL-Baum eine insert-
Operation des Schliissels ¢ durch.

o@Ro
[OROERO
(©

(c) Fiihren Sie auf dem folgenden AVL-Baum eine delete-Operation des Schliissels e durch.

(©)
cg@iino
ONORO
(@) @)

(a) f wird mit Doppelrotation eingefiigt.



(b) a wird mit Einfachrotation eingefiigt.

o

@@@
o0

1 wird ohne Rotation eingefiigt.

& \@
(¢) e wird mit Einfachrotation geloscht. Je nachdem, welche Variante man wéhlt, erhélt
man einen der folgenden Baume:

15



Aufgabe 9 (9 Punkte)

Fithren Sie den Algorithmus von Dijkstra auf dem folgenden Graphen beginnend bei
Knoten s durch. Fiillen Sie dafiir die Zeilen der Schritte 2. bis 9. der Berechnungstabelle
aus. Markieren Sie zum Schluss alle Kanten, die zum berechneten Kiirzeste-Wege-Baum
gehoren.

Anmerkung: Die Spalte Inhalt der Priority-Queue enthilt Paare bestehend aus Schliissel
und zugehoriger Prioritét. (d,2) bedeutet also, dass Schliissel d mit Prioritédt 2 in der

Queue ist.
OO O
2 13 6 ’ 2
2
OO0
4 ! 5 5 2
OO
st | el || pred b passnt oy dor oty Quene
1. s s|s (d,2), (e, 13)
2.
3.
4.
5.
6.
7.
8.
9.

16



Loésungsvorschlag

Schritt AI?EE:SS b ‘pcre‘d db‘zvg' ‘p?r‘er;t ‘VZH‘ ; Inhalt der Priority-Queue
1. s s|s (d,2), (e, 13)
2. d s|d d|d (h,3), (g,6), (e,11)
3. h s|d|h|d|d|h]|(fDb), (9,6), (i,8), (e, 11)
4. f s| flhld|d]|f](g,6) (,7), (e, 10)
5. g s|flhld|ld]| f]| (7)), (e10)
6. i s| flh|d|d]|f] (e]10)
7. e els|flhld|d]|f](c12)
8. c clels|flh|d|d]|f]| (b13)
9. b clels|flh|d|d]|f

17



Bonusaufgabe (5 Punkte)

Ein Binomial-Heap fiir n Elemente kann dadurch aufgebaut werden, dass wir mit einem
einelementigen Binomial-Heap beginnen, und dann die restlichen n — 1 Elemente durch
insert-Operationen in den Heap einfiigen.

Zeigen Sie mithilfe einer amortisierten Analyse, dass die Worst-Case-Laufzeit fiir die so
definierte build-Funktion in O(n) liegt.

Anmerkung: Wie iiblich nehmen wir an, dass der Vergleich von zwei Elementen nur kon-
stant viel Zeit bendtigt. Weiterhin nehmen wir an, dass jedes mal, wenn durch die Vereini-
gung zweier Binomialbdume ein neuer Binomialbaum entsteht, sofort der Minimumszeiger
mithilfe eines Vergleichs des alten Minimums mit der Wurzel des neuen Baumes aktuali-
siert wird.

Losungsvorschlag

Wird ein neues Element hinzugefiigt, entstehen fiir jede Merge-Operation zweier Bino-
mialbdume konstante Kosten: Es muss eine neue Referenz vom Baum mit der kleineren
Wurzel zum Baum mit der grofleren Wurzel gesetzt werden, sowie einige Referenzen der
Wurzelliste miissen aktualisiert werden, was konstante Kosten verursacht. Zudem muss
das Minimum aktualisiert werden. Dazu geniigt es, die Wurzel des neuen Baumes zu be-
trachten und mit der alten Minimumswurzel zu vergleichen. Je nachdem, welche Wurzel
kleiner ist, bleibt der Minimumszeiger gleich oder zeigt auf die Wurzel des neuen Bau-
mes. Beim Spezialfall, dass der Baum mit der Minimumswurzel Teil des neuen Baumes
ist, zeigt der Minimumszeiger stets auf die Wurzel des neuen Baumes. Diese Vergleiche
und das Setzen der Referenz verursachen ebenfalls nur konstante Kosten. Es kann noch
weiterer Overhead wie zum Beispiel durch das Ablaufen der Wurzelelemente durch itera-
tive Merge-Operationen bzw. das Vergleichen von Wurzelelementen dazukommen. Diese
Kosten und damit die Gesamtkosten sind aber linear in der Zahl der Vereinigungen der
Binomialbdume. Zusétzlich entsteht noch konstanter Overhead.

Wir fithren nun eine amortisierte Analyse mithilfe der Bankkontomethode durch. Wir ha-
ben im letzten Absatz argumentiert, dass die tatséchlichen Kosten einer insert-Operation
maximal mc + d sind, wobei ¢, d > 0 positive Konstanten sind und m die Zahl der Verei-
nigungen ist. Jedes Mal, wenn ein Binomialbaum mit einem Grad entsteht, sodass dieser
Grad vor der insert-Operation noch nicht da war, werden ¢ Token auf das Konto einge-
zahlt. Jede Vereinigungsoperation zweier Binomialbdume hebt ¢ Token vom Konto ab.

Wir beobachten, dass bei jeder Insert-Operation genau einmal ein solcher Binomial-
baum mit neuem Grad entsteht. Daher betragen die amortisierten Kosten maximal
(me+d)+ (c—me) = c+d. Wir miissen nun noch zeigen, dass das Tokenkonto stets nicht-
negativ ist. Dazu geniigt die Beobachtung, dass jede Vereinigung zweier Binomialbdume
mit Grad g nur genau diejenigen ¢ Token vom Konto abhebt, die bei der Entstehung des
ersten Binomialbaumes mit Grad g auf das Konto eingezahlt wurden. Die Gesamtkosten
von n konsekutiven insert-Operationen und damit die Kosten der build-Operation sind
also maximal n(c + d) € O(n).
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