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Hausaufgabe 1 (4 Punkte)
Wahr oder falsch? Begriinden Sie Ihre Antwort!

1. Falls F' und —F erfiillbare aussagenlogische Formeln sind, dann ist /' A —F' erfiillbar.
2. (=13) mod 7=8.
3. Es gibt eine Funktion f(n) mit n € o(f(n)) und f(n) € o(n?).

4. Die Mathematiker Leonhard Euler und Pierre de Fermat sind sich in Paris begegnet.

Hausaufgabe 2 (4 Punkte)
1. Wir bezeichnen den folgenden aussagenlogischen Ausdruck mit F:

p=(¢g= —n).

(a) Bestimmen Sie die Semantik von F' als boolesche Funktion (Wahrheitsfunktion)
F(p, q,r) durch Angabe der Wahrheitswerttabelle.

(b) Konstruieren Sie eine zu F' dquivalente Darstellung in disjunktiver Normalform.

2. Eine aussagenlogische Formel G mit Variablen p, g, r sei wie folgt in ihrer disjunkti-
ven Normalform gegeben.

G={PANgAT)V (pAgA—T)V (-pAgAT) N (7pA—g A —r).

Bestimmen Sie eine zu GG dquivalente Formel H in konjunktiver Normalform.

Hausaufgabe 3 (4 Punkte)

Sei M = {1, 2,3}. Fiir jede binére Relation R iiber M definieren wir die Eigenschaft von
R, eine Autoritit x zu enthalten, wie folgt:

(JreM Yye M) [(z,y)€R = (y,x)ER]. (1)
1. Geben Sie eine Relation R iiber M an, die die Formel (1) wahr macht.

2. Wir bezeichnen die Formel (1) mit E. Geben Sie eine prianexe pridikatenlogische
Formel an, die dquivalent ist zu —F.

3. Geben Sie eine Relation () iiber M an, so dass = F gilt, d.h., dass die Relation @)
keine Autoritit x enthélt.

4. Zeigen Sie durch Widerspruchsbeweis, dass fiir jede transitive Relation R iiber M
die Formel (1) wahr ist.



Hausaufgabe 4 (4 Punkte)

Wir betrachten Funktionen f, g : Ny — R mit g(n) > 0 fiir alle n € Ny. Das Wachstums-
verhalten f(n) € O(g(n)) ist definiert durch den pranexen pradikatenlogischen Ausdruck

(Fe>0 IngeNy Yn>ng) [|f(n)] < c-g(n)]. (1)

1. Geben Sie fiir das Wachstumsverhalten f(n) & O(g(n)) einen prinexen pradikaten-
logischen Ausdruck an.

2. Es gelte f(n) € O(g(n)). Man zeige:

(Je>0VneNy) [|f(n)| <c-g(n)]. (2)

3. Es gelte (2). Man zeige f € O(g(n)) .

Hausaufgabe 5 (4 Punkte)

1. Wir betrachten 4-elementige Gruppen G' = (S, o, e) mit Tragermenge S = {e, a, b, ¢}
und Einselement e, die nicht zyklisch sind.
(a) Zeigen Sie, dass fiir alle Elemente x € S die Gleichung 22 = e gilt.
(b) Leiten Sie eine Verkniipfungstafel fiir o her.
Wie viele Verkniipfungstafeln fiir o gibt es?

2. Begriinden Sie, warum jede Gruppe mit 4 Elementen kommutativ sein muss.

Zusatzaufgabe (Fiir Interessierte)

Wir betrachten Algebren A = (S, o, e) mit Einselement e, die die beidseitigen Kiirzungsre-
geln (,,Sudoku-Regeln®) erfiillen, d. h., dass fiir alle z,y, z € S die folgenden Implikationen
gelten:

roz=yozr = T =y, (1)
zor=zoy = r=y. (2)

1. Zeigen Sie: Falls | S| < 4 gilt, dann ist A eine Gruppe.

2. Sei |S| = 5. Geben Sie bis auf Isomorphie alle nicht assoziativen Verkniipfungen
o mit obigen Eigenschaften an. Die entsprechenden Algebren sind dann also keine
Gruppen.

Hinweis: Wahlen Sie S = {e, a, b, c,d}, und betrachten Sie isomorphe Algebren als
gleich.

Kok ok

Die besten Liosungsdarstellungen werden prdamiert!!

kkk



Hinweis: Auf den Ubungsblittern in diesem Semester wird es grundsétzlich die drei Aufga-
bentypen Vorbereitungsaufgabe, Tutoraufgabe und Hausaufgabe geben. Die als Vorbereitung

bezeichneten Aufgaben dienen der hduslichen Vorbereitung der Tutoraufgaben. Tutoraufgaben
werden in den Ubungsgruppen bearbeitet. Dabei wird die Lésung der Vorbereitungsaufgaben
vorausgesetzt. Die Vorbereitungsaufgaben werden in der Zentraliibung unterstiitzt.

Vorbereitung 1

1. Man zeige:
In einem beliebigen Ring (R, ®,®,0,1) gelten die folgenden Gleichungen.

a®0 = 00a = 0, a®b = (—a)©®(=b).

2. Geben Sie zwei nichtkommutative Ringe an.

Vorbereitung 2
Beweisen Sie:
1. Es gibt bis auf Isomorphie genau einen Ring R = (S,®,®,0,1) mit drei Ele-

menten, d.h. S = {0,1,a}. Insbesondere also muss R isomorph sein zum Ring
<237 +3,5 3, 07 1)

2. Der Ring R = (S, ®,®,0,1) mit drei Elementen ist ein Korper.

3. Sei t, die Anzahl der co-Nullteiler eines Ringelementes x € S\ {0} eines endlichen,
kommutativen Ringes (S, ®,®,0,1).

Dann ist ¢, + 1 ein Teiler der Anzahl n = |S| aller Ringelemente.
Dabei heifle y € S\ {0} co-Nullteiler von x € S\ {0}, falls z ©y = 0.

Vorbereitung 3

In gewissen kommutativen Ringen R = (S, +,-,0, 1) stellt sich der erweiterte Euklidsche
Algorithmus zur Berechnung des grofiten gemeinsamen Teilers ggT(a, b) zweier Elemente
a € Sund b € S dar als eine iterierte Transformation (Matrixmultiplikation) ); ange-
wandt auf A;_; wie folgt mit rg = @ und r; = b.

=( 7 ; = i W Ti—1 .
AO_<b)7Az—(ri+1)_QzAz—1—(1 _Qz)( T ),z.—1,2,...,neN‘

Dabei werden die Quotienten ¢; so gewahlt (geschétzt), dass die A; mit wachsendem i in
einem gewissen Sinn stets echt kleiner werden. Eine Berechnung wird beendet, wenn die
Folge der A; maximale Lange besitzt, d. h. wenn kein Quotient existiert, der die Bildung
eines noch kleineren Restes erlaubt. Zur Bemessung der Grofle von Elementen eines Rin-
ges dient beispielweise im Ring der ganzen Zahlen (Z,+,-,0,1) die Betragsfunktion. In
Polynomringen wird der Grad eines Polynoms verwendet.

Wir betrachten im Folgenden den Ring (Z, +,-,0, 1) der ganzen Zahlen.

1. Zeigen Sie fiir alle entsprechenden ¢
ggT(a,b) = ggT(rs, rit1).
2. Berechnen Sie mit dem Euklidschen Algorithmus den ggT(10800, 122).



Tutoraufgabe 1

Die Menge der Permutationen der Teilmenge {1,2,3,4} der natiirlichen Zahlen bildet
zusammen mit der Komposition o von Abbildungen die Gruppe S;. Das neutrale Element
der Gruppe sei id. Wir betrachten die in Zyklusschreibweise gegebenen Permutationen

p=(12E)MA) wd  g=(1)2)E4).

1. f heifit involutorisch, falls f o f = id gilt. Zeigen Sie, dass p und ¢ involutorisch
sind.

2. Zeigen Sie, dass po g = g o p gilt.
Seien r = poqund U = {id,p,q,r}.
3. Geben Sie die o-Verkniipfungstafel fiir die Elemente aus U an.

4. Beweisen Sie, dass die Menge U mit jedem Element x € U auch sein Inverses x~*

enthélt (mit x o 27! = id).
5. Ist die Gruppe U zyklisch ? Beweisen Sie Ihre Antwort!

6. Aus den obigen Aussagen folgt, dass U eine Untergruppe von Sy ist.
Ist die Gruppe (Zg4, +4) isomorph zur Gruppe U? Begriindung!

Tutoraufgabe 2

Wir betrachten Algebren A = (S, 0) mit einer 2-elementigen Trigermenge S = {a, b} und
einem 2-stelligen Operator o. Bekanntlich gibt es 16 verschiedene Algebren dieser Art, auf
die wir uns im Folgenden beziehen.

1. Geben Sie eine Verkniipfungstafel fiir einen nicht assoziativen und gleichzeitig nicht
kommutativen Operator o an.

2. Geben Sie alle Booleschen Operatoren an, die kommutativ und gleichzeitig nicht
assoziativ sind.

Tutoraufgabe 3

1. Die Charakteristik eines Korpers K, i. Z. char(K), ist definiert als die Ordnung des
Elements 1 in der additiven Gruppe von K. Man zeige:

p = char(K) € N = p ist eine Primzahl.

2. Geben Sie die Verkniipfungstafeln eines Korpers mit 4 Elementen an. Welche Cha-
rakteristik hat dieser Korper?

Begriinden Sie Thre Angaben!

Tutoraufgabe 4

Berechnen Sie mit dem erweiterten Euklidschen Algorithmus ganze Zahlen m,n, so dass

81m + 128n = 1.



