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Hausaufgabe 1 (5 Punkte)

Begriinden Sie mit Hilfe der in Aufgabe 1 von Arbeitsblatt 1 formulierten Eigenschaften
(Gesetze) von ganzen Zahlen und der Ergebnisse aus Hausaufgabe 4 von Blatt 1:

1. Fiir jede ganze Zahl z ist mindestens eine der Zahlen x und x + 1 gerade.
2. Jede ganze Zahl x, die ungerade ist, ist nicht gerade.

3. Sei x € N, d. h. eine positive ganze Zahl, und y = x + 10. Dann sind die Zahlen 3
und 20 keine gemeinsamen Teiler von x und y.

4. Bestimmen Sie die Menge der gemeinsamen Teiler von 220 und 235 in extensionaler
Schreibweise (Auflistung). Welches ist der groite gemeinsame Teiler von 220 und
235, d. h. g¢g7T'(220,235) ?

Hausaufgabe 2 (5 Punkte)

Es seien zwei reelle Zahlen a und b durch ihre Darstellung g,,a1asas3 . . . a,a,41 . . . fiir a bzw.
Gb,0102b3 . . . bybyy . .. fiir b als unendlicher Dezimalbruch gegeben (siehe Arbeitsblatt 1).
Wir nehmen an, dass aig; + b191 > 9 gilt.

Geben Sie ein Verfahren an zur Berechnung der ersten 100 Dezimalstellen ¢; nach
dem Komma der Darstellung der Summe ¢ = a + b als unendlicher Dezimalbruch

gc,C1C2C3 .. .CpCpyq -+ - -«
Hausaufgabe 3 (5 Punkte)
1. Gegeben seien A = {x,b,35,¢}, B = {2,b,2,3,,2} und C = {a,2,3,2}. Wir

definieren D = BU(ANC), E = DN(AUB), FF = EU(A\C)und G = FN(AUC).
Berechnen Sie eine extensionale Darstellung von G.

2. Berechnen Sie die Potenzmenge von A = {{1,a},{a,c},c}. Wie viele Elemente
besitzt die Menge P(P(P(0)))?

Hausaufgabe 4 (4 Punkte)
Zeigen Sie:

1. log,, 5 ist keine rationale Zahl (d.h. log;y 5 € Q).

2. Zu jeder positiven rationalen Zahl y (i.Z. y € Q%) gibt es eine reelle Zahl = (i.Z.
x € R), so dass log,, =z = y gilt.

Die Aussagen der Vorbereitungsaufgabe 3 diirfen benutzt werden.



Hinweis: Auf den Ubungsblittern in diesem Semester wird es grundsétzlich die drei Aufga-
bentypen Vorbereitungsaufgabe, Tutoraufgabe und Hausaufgabe geben. Die als Vorbereitung

bezeichneten Aufgaben dienen der hduslichen Vorbereitung der Tutoraufgaben. Tutoraufgaben
werden in den Ubungsgruppen bearbeitet. Dabei wird die Lésung der Vorbereitungsaufgaben
vorausgesetzt. Die Vorbereitungsaufgaben werden in der Zentraliibung unterstiitzt.

Vorbereitung 1

1. Zeichnen Sie ein Hasse-Diagramm fiir die natiirliche <-Ordnung der Zahlen [6].
Wie ergibt sich die <-Ordnung auf [6] aus dem entsprechenden Hasse-Diagramm?

2. Wir entfernen das Paar (3,4) aus der Relation < auf N. Ist dann die resultierende
Relation noch transitiv? Begriindung!

3. Fiir welche Mengen M ist die Inklusionsrelation C auf der Potenzmenge P (M) eine
totale Ordnung? Begriindung!

Vorbereitung 2
1. Gibt es eine injektive Abbildung f : N x N — N? Begriindung!
2. Gibt es eine surjektive Abbildung f : N — Z? Begriindung!
3. Gilt fir f: X —Y und A C X stets f~!(f(A)) C A? Begriindung!

Vorbereitung 3

Eine der grundlegendsten Operationen der Analysis und Funktionentheorie ist die Bildung
der Potenz p?. Die daraus abgeleitete Funktion z% nennt man Potenzfunktion, und die
Funktion a® Exponentialfunktion mit dem Spezialfall ¢”. Die Umkehrung von a” fiihrt auf
die Logarithmusfunktion log, x.

Allgemein wird der Logarithmus einer Zahl x zur Basis b mit log, = bezeichnet. Soll eine
Aussage fiir beliebige positive Basen gelten, so schreibt man héufig log z. Die Formel fiir
die Umrechnung verschiedener Basen lautet dann

Fiir b = e bzw. b = 10 bzw. b = 2 schreiben wir Inx bzw. lgz bzw. Id z.

Im Folgenden setzen wir die grundlegenden Eigenschaften der Logarithmus- bzw. Expo-
nentialfunktion als bekannt voraus, also z.B. 0 < Y = % . ¢e¥, ¥ = 1 < ¢* fiir alle
z,y € Rund z € R, sowie die Stetigkeit der Funktionen.

1. Geben Sie einen direkten Beweis fiir die folgenden Gleichungen:

alogbc — Clogba 7 Inlnn

n = (Inn)",

wobei 0<a, 0<b, 0<c bzw. 0 < n vorausgesetzt wird.

2. Sei a > 0 eine Konstante. Zeigen Sie, dass die Abbildung f : R — RT mit
f(x) = a-¢€® fir alle 0 < a € R bijektiv ist und fiir @ = 1 ein Isomorphismus
von R auf R* ist beziiglich der Addition von reellen Zahlen und der Multiplikation
von positiven reellen Zahlen.



Vorbereitung 4

1. Geben Sie eine aussagenlogische Formel F' an, so dass F' und —F erfiillbar ist!

2. Geben Sie eine nicht erfiillbare Formel an!

Vorbereitung 5

Bestimmen Sie die Semantik des folgenden aussagenlogischen Ausdrucks in den Variablen
x,y, z als Wahrheits(wert)tabelle:

(x=y)A-(x=2)V(z=1y).

Vorbereitung 6

Welcher Zusammenhang besteht zwischen einem allgemeinen Venn-Diagramm fiir drei
Mengen A, B und C einerseits und andererseits der Menge der Vollkonjunktionen fiir drei
Aussagenvariablen p, g, r?

Vorbereitung 7
Arbeiten Sie Merkblatt 1 durch. Es dient der Vorbereitung auf Zusatzaufgaben ab Blatt 3.



Tutoraufgabe 1

Sei R eine binidre Relation.

1.
2.
3.

Zeigen Sie, dass |5, R" transitiv ist!
Sei R CZ x Z mit R = {(z,y); y =2+ 5}. Geben Sie R* an!

Sei M = [3]. Bestimmen Sie alle partiellen Ordnungen R iiber M. Zeichnen Sie je-
weils ein Hasse-Diagramm der Relationen und geben Sie an, welche der aufgelisteten
Relationen total sind.

Tutoraufgabe 2

1.

3.

Finden Sie ein Beispiel fiir Mengen X, Y, Ay, A mit A;, A> C X und eine Abbildung
[ X =Y, sodass f(A1\ As) # f(A1) \ f(A2) gilt.

. Ist die Abbildung f : Z — Ny mit f(z) = x? injektiv, surjektiv, bijektiv? Begriin-

dung!

Zeigen Sie, dass fiir die Komposition o zweier Abbildungen f : A — B und
g : B — C gilt: Ist g o f bijektiv (auf C'), dann ist f injektiv und g surjektiv
(auf C).

Tutoraufgabe 3

Seien p, q,r Variablenbezeichnungen aus dem Vokabular der aussagenlogischen Syntax.

1.

2.

Zeigen Sie, dass —p V g— keine Aussagenlogische Formel ist.

Wie viele boolesche Funktionen f(p,q) gibt es, so dass der Ausdruck f(true,q) fiir
alle Belegungen stets wahr ist?

Bestimmen Sie die Wahrheitstabelle fiir den folgenden booleschen Ausdruck:

(p=aANp=r1)V(gAT).

Tutoraufgabe 4

Seien ¢,r,s Variablenbezeichnungen aus dem Vokabular der aussagenlogischen Syntax.
Die aussagenlogischen Formeln F' und G seien gegeben durch

F=(qVr)e(qVvs) und G=((¢qVr)e(qVs) < (qV(res)).

. Zeigen Sie, dass F' und —F erfiillbare Formeln sind.

Bestimmen Sie die Semantik von G. Zeigen Sie, dass F' und G semantisch nicht
dquivalent sind, d.h. F' # G.

Zeigen Sie, dass =G ein Widerspruch ist. Was bedeutet dies fiir G 7



