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Ubersicht:

1. Ubungsbetrieb
2. Tipps: Hin.Ti's fir HA Blatt 7
3. Zusatzaufgabe: als Recheniibung

4. Vorbereitung: auf TA Blatt 7:
Polynomdivision (VA1)
Partialbruchzerlegung (VA2)
Komplexe Zahlen (VA3)
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1. Ubungsbetrieb

Fragen?

Zusatzaufgabe Blatt 6: Es gab einige schone Losungen. Diese
werden momentan augewertet.
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2. Tipps zu HA Blatt 7

ad HA 2:

Zum Beweis jeder der drei Teilaufgaben kdnnte man zunichst die
allgemeine Implikation

feolg) = g¢0(f)

beweisen, um dann mit Vorteil das Limeskriterium fiir Wachstum
f € o(g) zu verwenden.

Aber: Uberlegen Sie sich auch den direkten Beweis einer
Eigenschaft g € O(f) mit pradikatenlogischer Verneinung analog
TA 1, Blatt 3.
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ad HA 3.2:
Weiterer Hinweis:

Es gilt:
Der Logarithmus Inn wichst schwacher als jede Potenz n" fiir
positive r € R.

Deshalb gilt fiir geniigend groBe n die Ungleichung
n3

Inn < —.
2
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3. Zusatzaufgabe als Recheniibung

Machen Sie sich mit dem elementaren Rechnen mit Matrizen und
Determinanten vertraut und informieren Sie sich ggf. anhand
geeigneter Quellen der Linearen Algebra bzw. Hoheren
Mathematik.

Der Wert von Determinanten andert sich nicht bei elementaren
Zeilen- oder Spaltenumformungen.
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4. Vorbereitung auf TA Blatt 7
4.1 VA 1, Polynomdivision

Mit R = Zs[z| bezeichnen wir den Ring aller Polynome iiber einer
Variablen 2 mit Koeffizienten aus dem Koérper (Zs, +3,-3) der
ganzen Zahlen modulo 3.
Seien a(x),b(x) € R gegeben durch

a(z) = a5 +22t + 223 4% 41,

bx) = 23 +22+1.

@ Bestimmen Sie Polynome 73(z), r3(x), q1(z), ¢2(x) € R mit
grad(rs(x)) < grad(re(x)) < grad(b(x)), so dass die
folgenden Gleichungen gelten.

ra(z) = a(z) —aq(z)-b(z),
r3(z) = b(z)—q(z) - ra(z).
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Losung:

q1(z) erhdlt man durch Division von a(z) durch b(x) mit Rest

ro(x).

Ausfiihrung der Division:

a(x) b(x)
- ——N
20t 4228 2241 (div) 2342241 = 28
— (25 + 25 + %)
—d+ 22t + a4+ a? +1 — 22
_ (_1,5 _ $4 _ SEQ)
234222 + 1 +1
— (¥ 422 +1) q(r) = 2+222+1
2?2 = ro(x)
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Entsprechend erhélt man ga(z)
durch Division von b(x) durch ro(x) mit Rest r3(z).

= 2%+ 2 23 2%+ 1,

a(x)

bz) = 23+224+1,
qa(z) = 2 +227+1,
r(z) = 22,
@) = z+1,
rg(x) = 1.
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@ Bestimmen Sie ein Polynom ¢(x) € R moglichst hohen
Grades, das ein gemeinsamer Teiler von a(x) und b(x) ist.

Losung:
Gesucht ist also der groBte gemeinsame Teiler von a(z) und b(z).
Das gesuchte Polynom ist ¢(z) = r3(z) = 1.

Begriindung:
b(x) ist nicht durch ry(z) ohne Rest teilbar.
Aber ry(x) ist ohne Rest durch r3(z) = 1 teilbar.
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4.2 VA 2, Partialbruchzerlegung

Bestimmen Sie Polynome a(z), b(x) € Q[z], so dass gilt

2+ a(x) b(x)

(:v2+1)(a:2+2)_1‘2+1+x2+2'
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Losung:

Bringt man die Briiche der rechten Gleichungsseite auf einen

gemeinsamen Nenner, so erhdlt man durch Vergleich der Zahler die
Gleichung

a(z)(z®+2) +b(z) (2 +1) =22+ z.

Zur Lésung der Gleichung wahlen wir den Ansatz

a(z) =a1x+ay und b(z) =bix + by
und erhalten
a(z)(x? +2) + b(z) (2% + 1)

= a12® + apr? + 2a11 + 2a0 + b1z + bor? + biz + by
= (a1 + b))z + (a0 + bo)x? + (2a1 + b))z + (2a0 + bo) .
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Durch Koeffizientenvergleich gewinnt man

ar+ b
ag + bo
2a1 + by
2a0 + b

Die Losung ist

a1:1, a():—l, b1=—1, b0=2.
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4.3 VA 3, Komplexe Zahlen

Wir betrachten den Korper C der komplexen Zahlen.
Es sei i € C mit % = —1.

@ Zeigen Sie, dass fiir jedes n € N die komplexe Zahl et
eine multiplikative Untergruppe W,, von C erzeugt,
die isomorph ist zu Z,,.

@ Stellen Sie W,, in der GauBchen Zahlenebene dar
und machen Sie sich klar, was in lhrer Darstellung
die Multiplikation in W,, bedeutet.
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Losung:
C ist zusammen mit der Multiplikation keine Gruppe.

Gleichwohl gibt es Teilmengen von C, die zusammen mit der
Multiplikation eine Gruppe bilden. Wir sprechen in diesem Fall von
multiplikativen Untergruppen von C.

Eine maximale multiplikative Untergruppe in C ist C\ {0}.

Trivialerweise bildet auch {0} zusammen mit der Multiplikation
eine Untergruppe.
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Eine multiplikative Untergruppe von C,
die irgendein von 0 verschiedenes Element enthilt,
kann die 0 nicht enthalten.
Wegen e # 0 sind deshalb die
21

von e n erzeugten multiplikativen Untergruppen

gleichzeitig Untergruppen der multiplikativen Gruppe C\ {0}.
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Sei _
W, ={(en)*; kez} CC\{0}.

W, ist die von e erzeugte (zyklische) multiplikative
Untergruppe von C\ {0}.

Nun gilt
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Die Abbildung
k(27i)

¢(e n ) =kmodn

ist eine Isomorphie von W,, auf Z,, wegen

ke (2mi) by (2mi)
px-y) = ¢le n e n
(K +hy)(270)
= ¢le n

= (kg +ky)modn
= ¢(x) +n oY) -

)
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In der GauBchen Zahlenebene liegen die Elemente von W,, auf
einem Kreis von Punkten mit Abstand 1 zum Nullpunkt.

. T . . .. k@mi)
Die Multiplikation einer komplexen Zahl z mit e =

k(27i)
z-e m
bedeutet dann eine Drehung des Vektors z um den Winkel k(i”)

im Gegenuhrzeigersinn (bei positivem k).
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Eulersche e-Funktion:

e’ =cosp + i-siny.
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