@ , Kongruenz modulo ¢g" definiert auf K|x] eine Aquivalenzrelation ~gihe~g f
<= h— fist durch g teilbar, und [f], ist die Aquivalenzklasse von f.

Q Auf der Menge aller Restklassen [f], kann man Addition und Multiplikation wie
folgt definieren

[flg + [h]g := [f + Rlg, [flg - [Alg = [f - hlg,

und erhilt einen kommutativen Ring; er heiBt der Restklassenring K[z] modulo g
und wird mit K[z]|/(g) bezeichnet.
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3.6.2 Eigenschaften von Restklassenringen

Teilt man Polynome durch ein fest gewahltes Polynom g, grad(g) > 1, so treten als
Reste samtliche Polynome vom Grad < d = grad(g) auf. Deshalb setzen wir

K[z]g :={h € K[z] : grad(h) < d},

und definieren auf K[z|q Addition 44 und Multiplikation -, wie folgt:

Mit Rem(f) bezeichnen wir den Rest der Polynomdivision von f durch g.
fHgh:=f+h, fgh:=Rem(f-h).

Man priift leicht nach, dass (K{[z]4,+g,-4) ein kommutativer Ring ist.
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Satz 155
Sei g € K|x] ein Polynom, d = grad(g) > 1. Dann ist die Abbildung

(K[zl/(9), +,-) = (Klala, +g,79)»  [flg = Rem(f)

ein Ringisomorphismus, die Umkehrabbildung ist gegeben durch r — [r], .
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Beweis:

Es gilt
o
[flg =[0lg < glf <= Rem(f)=0
2]
[flg + [hlg = [f + hlg = Rem(f + h) =
Rem(f) + Rem(h) = Rem(f) +4 Rem(h)
o

[flg - [hlg = [f - hlg = Rem(f - h)
= Rem(Rem(f) - Rem(h)) = Rem(f) -4 Rem(h).

Aus (1) - (3) folgt, dass obige Abbildung wohldefiniert, injektiv und ein
Ringhomomorphismus ist; sie ist auch surjektiv, denn fiir f € K|[z]y ist
Rem(f)=f. O
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Satz 156

Sei K ein Korper mit n Elementen, und sei g € K[z], d = grad(g) > 1. Dann besitzt
K[x]/(g) genau n® Elemente.

Beweis:
Nach Satz 155 ist |K[z]/(g)| = |K[z]4], und offensichtlich gilt |K[z]4] = n. O

Definition 157
Ein Polynom g € K[x] heiBt irreduzibel, falls grad(g) > 1 gilt und aus g = g; - g2 mit
91,92 € K|z| stets grad(g1) = 0 oder grad(gs) = 0 folgt; ansonsten heiBt ¢ reduzibel.
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Satz 158
Sei g € K|z], grad(g) > 1. Dann gilt:

K|[z]/(g) ist ein Kérper < g ist irreduzibel.

Beweis:

“=" Sei K[z]/(g) ein Kérper. Angenommen, g ist nicht irreduzibel. Dann gibt es
91,92 € K[z] mit g = g1 - go und grad(g1), grad(ge) > 1.
Da d := grad(g) = grad(g1) + grad(gs), folgt grad(g1) < d und grad(gs) < d.
Also gilt [g1]4 # [0]g und [g2]4 # [0],4. Jedoch ist

[91]g - [92]g = [9192]g = lg]g = [0l ,

d.h. [g1]g und [g2]4 sind Nullteiler. In einem Korper gibt es jedoch keine Nullteiler
(vgl. Satz 123).
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Beweis (Forts.):

“<" Sei g irreduzibel, und sei [f], # [0], gegeben.
[flg # [0]4 bedeutet, dass f nicht durch g teilbar ist. Da g irreduzibel ist, sind f
und g daher teilerfremd.

Somit existieren Polynome p,q € K[z] mit pf + qg = 1, und es folgt

g - [fly = [pflg=11-qglg = [1lg —[a9lg
s
= [1]9 :

Also st [ply = ([f1,) "
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3.7 Konstruktion endlicher Kérper

Satz 159

Zu jeder Primzahl p und zu jeder natiirlichen Zahl n > 1 gibt es einen endlichen
Kérper mit p™ Elementen; dieser wird mit GF (p™) bezeichnet (GF = Galois Field,
nach Evariste Galois (1811-1832)).

Beweis:

n=1: Zy, = GF(p) ist ein Kérper mit p Elementen.
n > 1: Sei K = Z,. Sei g € K|[z] ein irreduzibles Polynom vom Grad n (zur
Existenz eines solchen Polynoms: siehe Bemerkung unten).

Nach Satz 158 ist K[x]/(g) ein Kérper, und nach Satz 156 hat K{[z|/(g)
genau p™ Elemente.

O]
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Satz 160

Je zwei endliche Kérper mit p™ Elementen sind isomorph.

Beweis:
siehe geeignetes Textbuch zur Algebra oder Zahlentheorie, ebenfalls bzgl. der Existenz
irreduzibler Polynome! O
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Beispiel 161
Wir betrachten den Fall K = Z3 = GF(3) und p(z) = 2% + 1.

Der Ring Zs[z]/(p) besteht also aus allen Polynomen in Z3[x] vom Grad < 1:
Zs[z]/(p) ={0,1,2, 2,z + 1,2+ 2,2x,2z + 1,2z + 2} .

Bemerkung zur Notation: Wir schreiben hier (und auch sonst) das Polynom f statt der
Restklasse [f],.

Das Polynom p ist irreduzibel. Wieso?
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Beispiel 162
Fir K = Zy = GF(2) und p(x) = 22 4+ = + 1 gilt in dhnlicher Weise

Zs[x]/(p) = {0,1,z, 2+ 1} .
Fiir die Addition und Multiplikation modulo p ergibt sich

+, | 0 1 r  x+1 » |0 1 N |
0 0 1 T z+1 0 0 0 0 0
1 1 0 r+1 x 1 0 1 x r+1
T T rz+1 0 1 T 0 T rz+1 1

z+1|x+1 T 1 0 z+1|0 z+1 1 T

Aus diesen beiden Tabellen folgt, dass Zs[x]/(p) mit den angegebenen Verkniipfungen
+p und -, einen Korper mit 4 Elementen bildet (den wir schon friiher gesehen haben).
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Beispiel 163
Fiir K = Z5 und g(x) = 22 + 1 gilt wiederum
Zolz]/(q) ={0,1,z, 2+ 1} .
Fiir die Addition und Multiplikation modulo ¢ ergibt sich nunmehr jedoch

+q4 | O 1 x4l
0 0 1 T r+1
1 1 0 r+1 T
x x r+1 0 1
z+1|x+1 T 1 0
q 0 1 T z+1

0 0 0 0 0

1 0 1 T rz+1

T 0 T 1 r+1

z+1|0 =4+1 x+1 0

Aus der zweiten Tabelle folgt, dass Zs[z]/(q) \ {0} bzgl. -4 keine Gruppe bildet. Der
Grund ist, dass ¢ nicht irreduzibel ist.
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3.8 Redundante Datenspeicherung und Fehlerkorrektur

Seien natiirliche Zahlen k,t und s so gewahlt, dass
E+2t<2°—1.
Sei weiter K = GF'(2%), und seien ¢y, ...,c,—1 € K. Wir fassen die ¢; sowohl als

Elemente von K als auch (in frei festzulegender, eindeutiger Weise) als Bindrwérter
der Linge s auf.

Sei weiter « ein primitives Element in K = GF(2°) (existiert nach Satz 127) und seien
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k+2t—1

d(z) = Z izt = g(z)-c(z) .
=0

Wir sagen, dass der Vektor der Koeffizienten von d(z) den Vektor (cg,...,cp_1)
kodiert (Reed-Solomon-Code RS(s,k,t)).
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Satz 164
Fiir jedes s € N und k,t € N mit k + 2t < 2° — 1 ist der Reed-Solomon-Code
RS (s, k,t) t-fehlerkorrigierend und 2t-fehlererkennend.

Das bedeutet, dass, falls bei der Ubertragung des Vektors der d; nicht mehr als 2¢ der
d;'s verandert werden, dies erkannt werden kann. Werden hochstens ¢ der d;'s
verdndert, so kdnnen die urspriinglichen d;'s sogar rekonstruiert werden.

Diskrete Strukturen 3.8 Redundante Datenspeicherung und Fehlerkorrektur
@©Ernst W. Mayr



Beweis: )
Sei (fo,. .., fxr2t—1) der sich nach der Ubertragung ergebende Code-Vektor, sei

e = fi—d; firi=0,...,k+ 2t — 1, und seien

k+2t—1 k+2t—1

Zezm und f(z Zfzi.

Dann gilt f(x) = d(z) + e(x), und es folgt

f(ah) = e(a?) firalle 1 <i<2t.
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Beweis (Forts.):

In Matrixschreibweise sieht dies wie folgt aus:

1 « a
1 o «a

1 o af
1 o o*

a3 o ak+2t—1 €0 f(a)

of L Rt2t-1) Zl f(aQ)

o ... QA . 2 — f(as)

oSt g2ttt Ck+2t—2 f(a®)
Ck+2t—1

ungleich 0 sind, fallen Spalten weg und es ergibt sich

Falls nur e;,,...,e;,
o't o L. a'r fle)
a2i Q2 2 €iy f(az)
Qi gl R . iy _ f(a3)
042.“'1 a2'ti2 o a2'tir €ip f(O;Zt)
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Beweis (Forts.):
Immer wenn die Anzahl r der Spalten < der Anzahl 2t der Zeilen ist, hat diese Matrix
vollen Spaltenrang (Vandermonde-Matrix).
e Wenn (e(a?) =) f(a?) =0 fiiri=1,...,2t, dann ist e; = O fiir alle i eine
Losung, und zwar dann die einzige (Spaltenrang).

e Falls <t Fehler aufgetreten sind, kénnen wir entsprechende e;; eindeutig
bestimmen (z.B. durch Probieren) und damit die d; rekonstruieren.
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4. Die elementaren Zahlfunktionen

4.1 Untermengen

Definition 165 (Binomialkoeffizienten)

(Z) =1 VneN,
(1)
(5);
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Satz 166

Sei N eine Menge mit |N| = n Elementen. Die Menge aller k-elementigen
Untermengen von N wird bezeichnet mit

()
O-CN-6)

Es gilt:
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Beweis:
Seien n, k>0, a € N.

o
(3) und k > n sind klar.
@ Definiere
N
Sa::{AE( ); aGA} ,
k
~ N
Sa::{AE( ); a¢A} .
k
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Beweis (Forts.):

© Damit gilt

I
Y
> 3
[
— =

) (per Induktion)

= <n ; 1) (per Induktion)

v (")

Daraus folgt
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