4.9 Das Wachstumsverhalten von Funktionen

Die GroB-O-Notation wurde von D. E. Knuth in der Algorithmenanalyse eingefiihrt. Sie
wurde urspriinglich von Paul Bachmann (1837-1920) entwickelt und von Edmund
Landau (1877-1938) in seinen Arbeiten verbreitet.

Definition 39 (GroB-O-Notation)

o f(n) € O(g(n)) (fiir n — o) genau dann, wenn 3¢ > 0, ng € N, so dass

(Vn > no) [|f(n)| < c-g(n)]
» [ wachst bis auf einen konstanten Faktor nicht schneller als ¢g*

o f(n) € o(g(n)) (fiir n — oo) genau dann, wenn V ¢ > 0 3 ng € N, so dass
(Vn>no) [If(n)] <c-g(n)]
. [ wéchst echt langsamer als g*
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o f(n) € Q(g(n)) (fiir n — co) genau dann, wenn 3¢ > 0, ng € N, so dass

(vn > ng) [|f(n)] = c- g(n) > 0]

» [ wiachst bis auf einen konstanten Faktor nicht langsamer als g*
o f(n) € w(g(n)) (fiir n — co) genau dann, wenn V ¢ > 0 3 ng € N, so dass

(¥n > ng) [|f(n)] > ¢ g(n) > 0]

» [ wichst echt schneller als g
o f(n) € ©(g(n)) (fiir n — co) genau dann, wenn

f(n) € O(g(n)) und f(n) € Q(g(n))

. f wéchst (bis auf konstante Faktoren) genauso schnell wie g*
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Graphische Darstellung von O
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Graphische Darstellung von w
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Graphische Darstellung von ©
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o f(n) € Qx(g(n)) genau dann, wenn 3 ¢ > 0, so dass fiir unendlich viele n € N

[f(n)| = c-g(n) >0.

® f(n) € wx(g(n)) genau dann, wenn V ¢ > 0 3 unendlich viele n € N mit

[f(n)| > c-g(n) 20.

Bemerkungen:
@ Man schreibt oft, aber logisch unsauber f(n) = O(g(n)).

@ Oft werden nur Funktionen Ny — Ny betrachtet (oder N — Ny); dann sind die
Absolutbetrage liberfliissig.

© Manchmal werden auch Funktionen R — R oder das Verhalten fiir x — a
betrachtet.

@ Achtung: Die Notation fiir Q und . ist in der Literatur nicht eindeutig; im
Zweifelsfall muss auf die jeweilige Definition geachtet werden!
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Rechenzeit in Abhangigkeit von der ProblemgroBe

n logn n nlogn n? 2" n!
10 3x1079s 107%s 3x107%s 107 7s 10765 3x107%s
102 7x 1079 s 1077s 7x10"7s 107%s 4 x 103 yr *
103 1,0x1078s 107%s 1x107%s 10735 * *
104 1,3x10°8%s 107°%s 1x10"%s 107's * *
10° 1,7x1078s  107%*s 2x1073%s 10s * *
109 2x1078s 1073s 2x1072%s 17 min * *

Annahme: eine Operation dauert 10~ Sekunden, logn = log, n
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Bezeichnung von Wachstums-GroBenordnungen

konvergiert gegen 0

beschrankt durch Konstante
logarithmische Funktion
polylogarithmische Funktion

linear beschrankte Funktion
polynomiell beschrinkte Funktion
(mindestens) exponentielle Funktion
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Beispiel 40
Behauptung: n! € O(n")

Beweis:

(VneN)[nl=nn—-1)---2-1<1-n" |

Beispiel 41
Behauptung: logn! € O(nlogn)

Beweis:
(Vn € N)[logn! =logn +log(n —1) +...+1logl < 1-n-logn]
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Beispiel 42

Behauptung: n! = O ((n+1) -e- (2)")

Beweis:
n—1
(Vn > 0) [
k=1
1
1
2
_1 1
2
-1
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n n n+1
Zlnk</ Inx d:v<Zlnk‘</ Inx dz
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k=2
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Es ist "
n
/ lna;dx:(x-lnx—a;)‘l=n-lnn—n+1
1

und
n+1
/ Inzder=(Mn+1)-In(n+1)—n
1
Also:
(vn € N) [n-lnn—n—i—l <Ilnn! < (n+1) -ln(n—i-l)—n]
und damit o
n n
n" o (n+1)
en—l1 — en
oder: "
n n n
(&) sz () (142) <o (2)
e
O
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Die Stirling'sche Formel

oder mit anderen Worten:
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Kapitel 1l Algebraische Grundlagen

1. Algebren

1.1 Grundbegriffe

Definition 43
Eine Algebra besteht aus einer Tragermenge S und einer Menge ® von Operationen
auf S (der Operatorenmenge). Dabei gilt: Jeder Operator ist eine (totale) Abbildung

S - S

der Stelligkeit (Aritat, arity) m € Np.
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Nullstellige Operatoren sind Konstanten, z.B. 0, 47, L.

Einstellige Operatoren sind unire Operatoren, z. B. &+ 2%, z + -z, A — 24

Zweistellige Operatoren sind bindre Operatoren, z. B.
(z,y) = max{z,y}, (z,y) = ggT(x,y), (x,y) =z +y.
Dreistellige Operatoren sind terndre Operatoren, z. B.
(z,y,z) — if x then y else z fi
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Beispiel 44
Sei U eine Menge, F' die Menge der Funktionen von U — U. (F, o) ist eine Algebra
mit o als Komposition von Funktionen.

Beispiel 45
Boolesche Algebra:
{t, f}, {t, f,—, A, V}) ist eine (endliche) Algebra.
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1.2 Eigenschaften
Signatur einer Algebra

Definition 46
Die Signatur einer Algebra besteht aus der Liste der Stelligkeiten der Operatoren.
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Beispiel 47
(B, {t, f,—, A\, V}) (Boolesche Algebra, B = {t, f}): 0,0, 1, 2, 2
- B - B

AN BxB — B
v : BxB — B

Beispiel 48

2V {U,0,7,n,U}):0,0,1,2 2
o 2v —2U
N . 2Ux2U 49U
U : 2Ux92U _9oU

Diese beiden Algebren haben dieselbe Signatur; die Tragermenge ist unwesentlich, es
kommt nur auf die Reihenfolge der Stelligkeiten an.
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Einselement, Nullelement, Inverses
Sei (S, 0) eine Algebra, o beliebiger zweistelliger Operator.

Definition 49
@ Ein Element 1 € S heiBt linkes (bzw. rechtes) Einselement fiir den Operator o, falls

(Va€eS) loa=a(bzw.aol =a)

1 heiBt Einselement, falls es linkes und rechtes Einselement ist.
@ Ein Element 0 € S heiBt linkes (bzw. rechtes) Nullelement fiir den Operator o, falls

(Ma€eS) 0oa=0 (bzw. ao0=0)

0 heiBt Nullelement, falls es linkes und rechtes Nullelement ist.
@ Sei 1 Einselement. Fiir a € S heift a—! € S Rechtsinverses von q, falls

aoca ' =1

Analog: Linksinverses
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Beispiel 50
Betrachte F'(U), d. h. die Menge aller Abbildungen U — U. Dann gilt (mit der
Komposition als Operator):

e f € F(U) hat genau dann ein Rechtsinverses, wenn f surjektiv ist.
fof ' =id

(Wihle fiir f~! irgendeine Funktion g, so dass gilt: g(z) wird von f auf =
abgebildet.)

e f € F(U) hat genau dann ein Linksinverses, wenn f injektiv ist.
flof=id

(Wihle fiir f~! irgendeine Funktion g, so dass gilt: f(z) wird von g auf =
abgebildet.)

Ist f bijektiv, dann stimmen die beiden f~! aus (1) und (2) iiberein.
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Satz b1

Falls ¢ linkes Einselement ist und d rechtes Einselement (beziiglich des biniren
Operators o), dann ist

c=d.

Beweis:

d=cod=c.
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Satz 52

Falls ¢ linkes Nullelement und d rechtes Nullelement (beziiglich o) ist, dann ist

c=d.
Beweis:
c=cod=d.
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Beispiel 53
Betrachte ({b,c}, {e}) mit

o o e
o oo
o SO

Es gilt: b und c sind linke Nullelemente, und b und ¢ sind rechte Einselemente.
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