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Hausaufgabe 1

Betrachten Sie den Algorithmus 1 zur Bestimmung eines minimalen Elements in einem
Integer-Array.

Algorithmus 1: Min
Input : int A[], int n
inti=1
int min = A[0]
while i < n do
if A[i] < min then
| min = Alil
=141
return min

b B =N B U VU

Bestimmen Sie die exakte Worst-Case-Laufzeit des Algorithmus, indem Sie die exakte
Anzahl der Rechenoperationen, wie sie in der Vorlesung definiert wurden (Vergleiche, Zu-
weisungen, Additionen, ... ), in Abhéngigkeit der Eingabegrofie berechnen (keine asym-
ptotische Abschitzungen durch Landau-Symbole).

Berechnen Sie nun auch die Worst-Case Laufzeit mit Hilfe der Landau-Symbole.

Loésungsvorschlag

Um die Worst-Case-Laufzeit zu bestimmen, betrachten wir fiir die Eingabe ein Array,
dessen Werte monoton fallen. Zum Beispiel konnte das i-te Feld A[i] des Array genau den
Wert n — ¢ beinhalten. Dann muss in jedem Schleifendurchlauf die Zeile 5 im Algorithmus
ausgefiihrt werden.

Wir berechnen die Laufzeit in Zeitschritten: Zeile 1 und 2: jeweils ein Zeitschritt. Die
While-Schleife wird n — 1-mal ausgefiihrt. Dafiir ist jeweils ein Vergleich = eine Zeitein-
heit in Zeile 3 notig. Genauso wird in jedem Schleifendurchlauf die Bedingung in Zeile 4
tiberpriift. Daraufhin wird min der Wert A[i] zugewiesen und der Zahler ¢ um Eins erhoht.
Dies ergibt fiir einen Schleifendurchlauf also mindestens 3 Zeiteinheiten (man kann auch
einen Vierten fiir einen Sprung zur While-Bedingung berechnen).

Nun wird ein letztes Mal die Bedingung in Zeile 3 ausgewertet. Da diese negativ ausfillt,
springt das Programm in die letzte Zeile und gibt den Wert min zuriick. Dies ergibt drei
weitere Zeiteinheiten (Vergleich, Sprung, return).
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Zusammen ergeben sich also: 2+ (1 +3)(n — 1) +3 =54 4(n — 1) Zeiteinheiten.

Mit der asymptotischen Analyse geht dies deutlich einfacher. Die Zeilen 1,2 und 7 werden
mit jeweils O(1) abgeschétzt. In jedem Schleifendurchlauf ergeben sich 4 Operationen in
O(1) (Zwei mal Vergleich, eine Zuweisung und einmal Addition). Das ganze O(n) mal
ergibt also O(n) Zeiteinheiten fiir die While-Schleife. Nun noch O(1) + O(n) mit O(n)
abschétzen und wir erhalten die Laufzeit des Algorithmus.

Hausaufgabe 2

In welcher Relation beziiglich der Landau-Symbole stehen die Funktionen ldn = log, n
und Inn = log, n? Beweisen Sie ihre Aussage.

Losungsvorschlag
Behauptung: Inn € ©(ldn). Zu zeigen ist also:

I.InneO(ldn) < Jc>0:3Ing e N:Vn >ng:Inn <cldn
Wir wéhlen ¢ = 1 und ng = 1: Somit gilt:
Inn <ldn < etn = gldn < (ldn

Somit gilt Inn € O(1dn).
2. Inn € Q(dn) < ldn € O(Inn)

Wir zeigen mit ¢ = lde und ng = 1: ldn < c¢clnn = (Ide)% = Idn. Dies ist
sicherlich fiir alle n > 1 erfiillt. Dies wiederum impliziert Inn € Q(ldn) und somit

gilt Idn € ©(Inn).
Aufgabe 1
Beweisen Sie folgende Aussagen durch Induktion fiir alle n € N:= {1,2,3,4,5,... }:

n -3 n%(n+l1)?
L. Zi:OZ _ 4 )

2. FpFyq — F2 = (—1)",
3. 19](5 - 2371 + 337+2) (In Worten: 19 teilt (5 - 237+ 4 33n+2))

wobei F;, die n-te Fibonaccizahl nach der rekursiven Definition F,, = F},_; + F},_2 mit den
Anfangswerten Fy = 0 und F; = 1 ist.

Losungsvorschlag
; i — 1.5 2393 1 _ 14 _ 172(141)°
1. Induktionsanfang: n =1: , (* =1 =1= £ = % v
Induktionsannahme (IA): Y7 % = W gelte fiir ein beliebiges, aber festes n.
Induktionsschluss: n — n + 1

n+1 n 27’L 2 n 3 n 2 n TL2
;i3=;i3+(n+1)3’£‘”( 4+1) LA 11) _(n+1) (4(4+1)+ )
_ (n+1)%(((n+1)+1)%)

4
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2. Induktionsanfang: n = 1: FoFy — F2=1-0— (1)> = -1 = (—1)!

Induktionsannahme (IA): F,, 1 F;, 1 — F? = (—1)" gelte fiir ein beliebiges, aber festes
n.

Induktionsschluss: n — n + 1

FnFy—F2,, T (B 4+ F)Fy—(Fy+ Fy_1)Foyy = Fpsr Fyt F2—F,Fpy1—F\ 1 Frs

= F2— Fy \Fopy = —1(—=F2+4 Fy_1Fupy) 2 —1(—1") = (=1)"*!

n

O

3. Induktionsanfang: n = 0: (5-230t1 4+ 330+2) = 5.2 + 32 = 10+ 9 = 19 und 19 teilt
offensichtlich 19 v/

Bemerkung: Wir zeigen hier der aufgrund der deutlich vereinfachten Rechnung, dass
19](5 - 2371 + 337%2) fiir alle n € Ny gilt. Dies beeinhaltet natiirlich die geforderte
Aussage der Aufgabenstellung.

Induktionsannahme (TA): 19|(5 - 237*! + 337%2) gelte fiir ein beliebiges, aber festes
n.

Induktionsschritt: n — n + 1

(5 . 23(n+1)+1 + 33(n+1)+2) — 33n+3+2 +5. 93n+3+1
— 27(33n+2) 4 27(5 . 23n+1) - 27(5 . 23n+1> + 8(5 . 23n+1)
= 27(5 - 251 4 337F2) _ 19(5 . 237+1) Z 27 192 — 19(5 - 2" T1)
=19(27x — (5-2°""1)) (1)

Somit ist gezeigt das Formel (1) ein Vielfaches von 19 ist. Daher teilt also 19 auch
(5 . 93(n+1)+1 4 33(n+1)+2).

Aufgabe 2

Ordnen Sie die Funktionen /1d(n + 1), n?, (Idn)4", 27 n, 1010 /0, n!ddn 1dy/n +1,
nlogn nach Threm Wachstum.

Loésungsvorschlag

Wir zeigen zuerst, dass die Funktionen n'414" und (1d n)4" identisch sind.

1d(n'4™) = (1d1dn)ldn = 1d((1d n)"™)

Daher folgt direkt n'd4" € ©(1d n)".
Wir zeigen 10! € o(4/1d(n + 1)). Wir diirfen uns in Abhiingigkeit von ¢ ein ng wih-

10200

len. Wahlen wir ng > 2"z — 1 (Wie kommt man darauf? Einfach die Ungleichung

3/6



101%° < ¢4y/1d(n + 1) nach n auflésen), so ergibt sich fiir ein beliebiges ¢ > 0 die zu

200 1
iiberpriifende Aussage: 1019 < ¢\/1d 2 =y e~ 2 — 1000,
Behauptung: \/ld(n 4+ 1) € o(ld v/n + 1) da:

Adn+1) e+ 1)E 0 (d(n1): m—=
lim Y——% = lim — T = lim 1 = lim 1
nooe ddyn+1 o dd(n41)7 o f((dn+1)2)2 noe (1d(n+1))2

Da 1d n eine unbeschrankt streng monoton steigende Funktion ist, gilt also lim,, lvdlii/i — 0.
Damit folgt die Behauptung.
Als nichstes zeigen wir 1d v/n + 1 € o(y/n):

lim M B fim L < lim vn — 0

noo  24/n oo (IN2)(n + 1) nooe (In2)(vny/n + 1)
Dabei kann die Anwendung von I’Hopital auch als Anwendung der in der Vorlesung vor-
gestellten Regel f'(n) € o(¢'(n)) = f(n) € o(g(n)) zu verstanden werden.
Die Aussage \/n € o(n) ist schnell gezeigt: lim, . fn‘(/ﬁ = lim,, o —= == = 0 gilt, da v/n
eine unbeschrankt streng monoton steigende Funktion ist.
Ebenfalls ergibt sich n € o(nlogn) und nlogn € o(n?) durch Kiirzen, ’'Hopital und
Ausnutzen der Monotonie und der Unbeschranktheit.
Wir zeigen, dass limy, o —gam—z — 0, was n* € o(n''") impliziert. Dies ist erfiillt, da
ld1d n streng monoton steigend ist und fiir alle n > 16 grofler als 2 ist.
Bleibt abschliessend noch zu zeigen: n'414" € o(2"). Zur Vereinfachung des Beweises schiit-
zen wir zunéchst n!49" mit n'4” nach oben ab. Des weiteren verwenden wir, dass 2" = nidn

. o . . . ldn .
gilt. Somit ist zu zeigen: hmn_n>O ”1? = lim,, o0 % — 0.
n n n

Bleibt also zu zeigen, dass (- —ld n > 0 wenn n — oo gilt, denn dann gilt hm,HOO ”ldn — 0.

Erstere Gleichung ist aber fur jedes n > 25 erfiillt.

Aufgabe 3

Wir betrachten nochmals den Minimum-Algorithmus (siehe Algorithmus 1). Nachdem wir
bereits wissen, dass die Worst-Case-Laufzeit in O(n) liegt, wollen wir dieses Mal die genaue
Average-Case-Laufzeit berechnen (nicht die asymptotische Average-Case-Laufzeit).

Sie diirfen davon ausgehen, dass jede Eingabe der Lénge n aus n unterschiedlichen Zahlen
besteht.

Loésungsvorschlag

Da sich Worst-Case und Best-Case Laufzeiten von Algorithmus 1 nur um n—1 Operationen
unterscheiden, bringt es hier nichts die asymptotische Analyse zu verwenden. Auflerdem
ist klar, dass alle Operationen aufler der Zeile 5 immer ausgefiihrt werden. Somit ergeben
sich also ca. 24 3(n — 1) + 3 = 2+ 3n Operationen, die fiir jede Eingabe (eine Eingabe x
ist ein n-Tupel (x1, s, ..., z,) und jedes z; ist eine Zahl) ausgefiithrt werden miiflen.
Hinzu kommen die Anzahl der Updates (= Anzahl der neuen minimalen Elemente in einer
Eingabesequenz), die anteilig fiir jede Sequenz berechnet werden:



wobei I, die Menge aller Eingaben und 7'(z) := |{l € {2..n} : (Vk < ).[zx > z]}| die
Anzahl der Updates fiir eine Eingabe z ist.
Somit ergibt sich fiir die gesamte Average-Case Laufzeit:

A(n) :=243n+ ﬁ Z T(x)
" ger,

Hierbei wollen wir jetzt den letzten Term auch noch in Abhéngigkeit von n bestimmen.
Fithren wir uns nocheinmal vor Augen, was T'(z) aussagt: T'(z) gibt fiir eine Eingabe x
die Anzahl der Updates an, die eine Eingabe erzeugt. In einer Summe ist dies insofern
ungiinstig, da wir schlecht abschétzen konnen wieviele Eingaben genau 7 Updates austiih-
ren. Um dennoch eine Abschéitzung fiir diesen Term zu erhalten, werden wir die Summe
umordnen.

Definieren wir 7,,(I) := {x € I, : (Vk : 1 < k < I).[z), > xy]}| als die Anzahl der
Eingaben, die nach dem Vergleich des Elements z; ein Update des Minimum-Elements
ausfithren miissen, so gilt:

1 1 —
A » T(x)= A > TL(1)
" orel, =2

Hierbei ist zu beachten, dass eine Eingabe z genau T'(x)-mal in unterschiedlichen T, (7)
vorkommt. Somit wird also der Wert der Summe nicht verandert. Im Gegensatz zu T'(x)
lasst sich der Wert T,,(7) recht einfach berechnen. Er ist gerade:

T (i) = (”> (i — 1)l(n —i)!

]

da wir ¢ Elemente bis zum Minimum-Update an Stelle ¢ benotigen wéhlen wir aus n
Elementen der Eingabe gerade i aus (= (’Z)) Von diesen ¢ Elementen ist das kleinste
Element gerade das, welches in einer Eingabe an Position i steht (da es ja ein Minimum-
Update verursacht). Die anderen i — 1 Elemente kénnen gerade auf (i — 1)! verschiedene
Weisen angeordnet werden. Genauso gibt es fiir die restlichen n — ¢ Elemente, die nach
der i-ten Stelle kommen gerade (n —)! Moglichkeiten diese anzuordnen. Somit ergibt sich
also:

ﬁlg;:rnu) =3 (M- v -n= %ZW_LMU ~ 1l - 1)) =

" T=2
Z%:Hn—l

=2

Mit ein wenig Analysis ( fln df = Inn) kann man zeigen, dass H, < 1+ Inn gilt (das
Versténdnis dieser Ungleichung ist keineswegs zentral fiir diese Vorlesung). Es kann sogar
noch gezeigt werden, dass Inn < H, gilt. Somit gilt insgesamt fiir die Average-Case
Laufzeit:

1+3n+Inn<An) <2+3n+lnn

5/6



Aufgabe 4

Beweisen Sie die in der Vorlesung angegebene Regel:
Fiir alle Funktionen f(n),g(n) mit 3ng € N:Vn > ngy: f(n),g(n) > 0 gilt:

O(f(n) + g(n)) = O(f(n)) + O(g(n))
wobei O(f(n)) + O(g(n)) = {hy(n) +hy(n) | h;(n) € O(f(n)) A hy(n) € Og(n))} (Hier

ist also die Gleicheit der beiden Mengen zu zeigen).

Loésungsvorschlag

O(f(n) +g(n)) € O(f(n)) + O(g(n)):

Es muss gezeigt werden, dass jede beliebige Funktion h(n) € O(f(n) 4+ g(n)) auch in
O(f(n))+O(g(n)) liegt, d.h., dass h(n) als Summe von zwei Funktionen hs(n) € O(f(n))
und hy(n) € O(g(n)) dargestellt werden kann:

h(n) € O(f(n) + g(n))
< Jde>03Ing e NV >ny: h(n) <c-(f(n)+g(n))
= Jdc>03ng e NVn >ngy: h(n) —c
&3>0 (h(n) - e g(n) € O(f(n))

Fiir die Funktionen hs(n) = h(n) — - g(n) und hy(n) = ¢ - g(n) gilt:
o (n) = hy(n) + hy(n)
* hg(n) € O(f(n))
* hy(n) € O(g(n))

D.h. h(n) € O(f(n)) + O(g(n))

O(f(n)) + O(g(n)) € O(f(n) + g(n)):

Es muss gezeigt werden, dass jede beliebige Funktion h(n) € O(f(n)) + O(g(n)) auch in
O(f(n) + g(n)) liegt.

Dies wird gezeigt, indem aus der Darstellung h¢(n)+hy(n) fir h(n) (und den Eigenschaften
h¢(n) € O(f(n)) und hy(n) € O(g(n))) geeignete ¢ > 0 und ny € N hergeleitet werden:

h(n) € O(f(n)) + O(g(n))

& 3hy(n) € O(f(n)) 3hy(n) € O(g(n)) : hn) = hy(n) + hy(n)

=dcy >03Inp e NV >ngp: hy(n) <cs- f(n)

Adcyg>03n, e NVn >n,: hy(n) <c,-g(n)

= Jeg, ¢ > 03ng,n, € NVn > max{ng,ng}: he(n)+ hy(n) <cs- f(n) +c¢,-g(n)
Wahle: ¢ := max{c,,c;} >0 und ng := mazx{ns,n,}

=Vn>ng: hi(n)+hy(n) <c-(f(n)+g(n))

= h(n) = hy(n) + hy(n) € O(f(n) + g(n)).



