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Abgabetermin: In der jeweiligen Tutoriibung

Hausaufgabe 1

Implementieren Sie den QuickSelect-Algorithmus.

Implementieren Sie in der Klasse UIsgsArray in der Funktion quickSelect den QuickSelect-
Algorithmus der das i-te Elemente in dem unsortierten Feld A liefert.

Verwenden Sie fiir Thre Implementierung die auf der Ubungswebseite bereitgestellten Klas-
sen und verdndern Sie fiir [hre Implementierung ausschliefilich die Klasse UIsqsArray.
Achten Sie bei der Abgabe Threr Aufgabe darauf, dass Ihre Klasse UIsqsArray heifit
und auf den Rechnern der Rayhalle (rayhalle.informatik.tu-muenchen.de) mit der
bereitgestellten Datei main_gs kompiliert werden kann. Anderenfalls kann eine Korrektur
nicht garantiert werden. Achten Sie darauf, dass Thr Quelltext ausreichend kommentiert
1st.

Schicken Sie die Losung per Email mit dem Betreff [GAD] Gruppe <Gruppennummer> an
Ihren Tutor.

Losungsvorschlag

Siehe Ubungswebseite.

Aufgabe 1

Beweisen Sie folgende in der Vorlesung benétigte Aussage: Ein fast vollstéandiger Binér-
baum der Hohe h hat 2"~ < n < 2" — 1 Knoten (Die Wurzel hat Hohe 1).

Definition; Ein fast vollstdndiger Bindrbaum der Hohe h ist ein vollstandiger Bindrbaum
der Hohe h — 1 dessen Knoten so angeordnet werden konnen, dass es auf dem Level h
einen Knoten e mit dem Vaterknoten v gibt so dass gilt:

e Alle Knoten auf dem Level h — 1 die ,links* von v stehen zwei Kinder haben
e und alle Knoten auf dem Level h — 1 die ,rechts” von v stehen keine Kinder haben

e oder e ist die Wurzel.

Loésungsvorschlag

Wir betrachten zwei Falle:

e Ein vollstdndiger Bindrbaum der Hohe h gibt immer eine obere Schranke fiir die
Anzahl der Knoten in einem fast vollstéindigen Bindrbaum an.
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e Ein vollstdndiger Bindrbaum der Hohe h — 1 mit einem zusétzlichem Knoten (ganz
links) gibt eine untere Schranke fiir die Anzahl der Knoten in einem fast vollsténdi-
gen Bindrbaum an.

Somit ergibt sich: 1 + Z?;Il 21 < p < SO0 281 Mit Indextransformationen erhalten
wir: 1 4 Z?;g 2 < n < SOk Mit 3r_ 28 = 21 — 1 (kann auch mit Induktion
bewiesen werden) erhalten wir das angestrebte Resultat: 2h=1 < p < 2h — 1.

Aufgabe 2

Seien A und B nicht leere Mengen und <4 und <p totale Ordnungen auf A bzw. B.
Definieren Sie eine totale Ordnung auf A x B.

Wozu brauchen wir den Begriff der totalen Ordnung im Zusammenhang der aktuellen
Vorlesungsthemen Sortieren und Selektieren?

Hinweis: Eine lineare Ordnung < auf einer Menge X ist

e transitiv: Vrx,y,ze€e X: <y ANy<z = <z
e antisymmetrisch: Vr,y e X: z2<y ANy<zx = z=y
e linear (total): Vrz,ye X: z<y V y<cz

o reflexivi Vzx e X: z<ux (folgt aus der Linearitét)

Losungsvorschlag
Seien (ay,by), (az,b2) € A x B. Dann ist die wie folgt definierte Ordnung <4 p

(a1,b1) <axp (a2,b2) (a1 <qaaah—(az <aa1)) V (a1 <aa3Naz <q4a1N\by <p bs)

eine lineare Ordnung auf der Menge A x B.
Sinngeméaf iibersetzt bedeutet das soviel wie:

(a1,b1) <axp (a2,02) <& (a1 <qa2) V (a1 =4 a2 N by <p by).

Der Begriff der totalen Ordnung ist essentiell fiir jeden vergleichsbasierten Sortieralgorith-
mus (oder auch Selektionsalgorithmus). Ist es nicht Moglich eine Menge total zu ordnen,
so ist nicht fiir alle Paare x, y von Elemente klar, welches der beiden Elemente grofier oder
kleiner ist. Somit ist nicht klar wie diese Elemente anzuordnen sind.

Dies ist eine grundsétzliche Voraussetzung fiir die Eingabemenge fiir vergleichsbasierte
Sortieralgorithmen. Diese Defintion stellt eine Verallgemeinerung der <-Relation fiir ein-
elementige Schliiflel aus der Vorlesung dar.

Aufgabe 3

Wir betrachten die Anzahl der Blocktransfers die beim externen Sortieren auftreten. Diese
ist in der Vorlesung mit O(% log,/p 17) hergeleitet worden.

e Zeigen Sie: Der Algorithmus fiir das externe Sortieren muss unter normalen Um-
stdnden (realistische Werte fiir M und B) fiir noch nicht einmal jedes Element eine
Lese- oder Schreiboperation ausfiithren.
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Gehen Sie dabei wie folgt vor: Gehen Sie von der asymptotischen Anzahl der Block-
transfers aus und geben Sie eine Bedingung fiir n an, so dass mindestens n Lese- oder
Schreiboperation auf dem Hauptspeicher ausgefiithrt werden miissen. Argumentieren
Sie dann warum diese Bedingung meist nicht zu erfiillen ist, oder wie M und B zu
wiahlen ist, damit diese Bedingung realistisch erfiillbar ist.

e Man kann fiir externes Sortieren eine untere Schranke von (3 log,,, 5 %) benétigten
Blocktransfers zeigen. Ist damit der in der in der Vorlesung gezeigte Algorithmus
asymptotisch optimal?

Loésungsvorschlag

e Wir berechnen ein Kriterium, so dass ¢ log,, g 1; >

Gehen wir nun davon aus, dass die BlockgroBle 100 Zahlen beeinhalten kann und
M = 2 sei, was sehr klein wire. So miisste man schon 2'% Elemente sortieren

(geschétze Anzahl der Atome im Universum).

e Die obere Schranke ist asymptotisch optimal, da fiir ein 0 < ¢ < 1

n 1 n n | n n | n | B

B o8M/B T T E( O8M/B ) +0) = E( O8M/B 31 +1ogyB E) =
n nB n n B n n
E(logM/B _M) = E(logM/B B + log/ M) = E(logM/B 5 1) <

n n
E(ClogM/B E)

gilt. Somit ist also % logy,p1r € O(Flogy,p 5). Dies bedeutet, dass die obere
Schranke hochstens so schnell wéchst wie die untere Schranke. Langsamer wachsen
kann sie aber auch nicht, da 3 log,, 5 7 sonst keine unteree Schranke wére. Deshalb
miiflen Sie bis auf einen konstanten Faktor gleich sein.



