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Hausaufgabe 1 (4 Punkte)

Zwei Spieler A und B werfen je 6 Mal eine faire Miinze mit , Kopf* oder ,,Zahl“.
Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass Spieler A mindestens so oft ,,Kopf* wirft wie
Spieler B?

Hausaufgabe 2 (4 Punkte)

Aus einer Box Bx bzw. By werden zufillig Lose mit Werten X € {—1,0,1} bzw.
Y € {2,3,4} gezogen. Die Werte 0 und 3 sollen die Wahrscheinlichkeit % haben, alle
iibrigen Werte die Wahrscheinlichkeit }L. X und Y seien die entsprechenden unabhingigen
Zufallsvariablen. Es sei S = X 4+ Y.

Seien §; die i-te Durchfithrung bzw. Wiederholung der Ziehung S und Z der Mittelwert
aus n Wiederholungen von S, d. h.

1 n

1. Berechnen Sie E[Z] und Var[Z].
2. Zeigen Sie fur alle n > 20:  Pr[|Z — E[S]| <0,5] >0,8.

Hausaufgabe 3 (4 Punkte)

Seien Xy, Xs,..., Xj00 unabhéngige diskrete Zufallsvariable, die gleichverteilt auf
{1,2,...,20} sind. Wir nehmen Zufallsvariablen Y; ~ Bin(1; 2—80) an, die genau dann
den Wert 1 liefern, wenn X; > 12 gilt.

Bestimmen Sie mit Hilfe einer geeigneten Chernoff-Schranke aus Korollar 68 der Vorlesung
eine moglichst gute obere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses

Yi+Yo+ ...+ Y9 > 50.

Hausaufgabe 4 (4 Punkte)

Wir betrachten eine binomialverteilte Zufallsvariable X mit Wy = {0, 1,2} und der Dich-
tefunktion fy (i) = (%)(3)(2)*>" fiir i € Wx. AuBerdem sei eine Zufallsvariable Y gegeben
mit Wy = {1,2} und Pr[Y = 1] = 1.

1. Bestimmen Sie die erzeugenden Funktionen Gx(z) und Gy (z) fiir X bzw. Y



2. Nun betrachten wir das folgende Zufallsexperiment:
Zunéchst wird Y getestet. Der Wert von Y bestimmt, ob die Zufallsvariable X nur
ein erstes Mal getestet wird mit Wert X, oder ob X auch ein zweites Mal getestet
wird mit Wert X5 beim zweiten Test. Je nachdem bestimmen wir dann 7 = X
oder 7 = X + Xs.

Bestimmen Sie den Erwartungswert der Zufallsvariablen Z!

3. Bestimmen Sie die Dichtefunktion fz von Z!

Hausaufgabe 5 (4 Punkte)
Sei X eine Poisson-verteilte Zufallsvariable mit X ~ Po(A) und A > 0.

1. Zeigen Sie, dass X? nicht Poisson-verteilt ist.

2. Sei n € N. Berechnen Sie E [ ( Xi 1)4 in geschlossener Form.
Hinweis: Teilaufgabe 2 wurde gedndert. In der urspriinglichen Aufgabenstellung waren
Quotient und Potenzbildung vertauscht. Die entsprechenden Losungsversuche erhalten
volle Punktzahl. Losungen mit Maple etc. erhalten zusétzliche Punkte.



Hinweis: Auf den Ubungsblittern in diesem Semester wird es grundsétzlich die drei Aufga-
bentypen Vorbereitungsaufgabe, Tutoraufgabe und Hausaufgabe geben. Die als Vorbereitung

bezeichneten Aufgaben dienen der hduslichen Vorbereitung der Tutoraufgaben. Tutoraufgaben
werden in den Ubungsgruppen bearbeitet. Dabei wird die Lésung der Vorbereitungsaufgaben
vorausgesetzt. Die Vorbereitungsaufgaben werden in der Zentraliibung unterstiitzt.

Vorbereitung 1

Auf einem Blatt Papier sind im Abstand von 4 cm horizontale Linien aufgemalt. Wir
werfen eine Miinze mit einem Radius von 1cm auf dieses Blatt Papier. Dabei treffen
wir immer das Papier und werfen nicht daneben, so dass der Mittelpunkt der Miinze
gleichverteilt wird auf dem Papier.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit beriihrt die Miinze eine Linie?

Vorbereitung 2
Seien A, B und C jeweils (unabhingig) gleichverteilt iiber [0, 1]. Wie groB ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass alle Losungen der Gleichung Ax? + Bx + C' = 0 reellwertig sind?

Hinweis: Berechnen Sie zunéchst die Dichtefunktion von A - C' und verwenden Sie fiir die
sich anschlieBende Rechnung [ z?Inz do = ;‘31% — %.
Vorbereitung 3
Es sei € eine Ergebnismenge. Wir nehmen an, dass wir fiir eine Menge £ C P(£2) von Er-
eignissen Wahrscheinlichkeiten definieren wollen. Wir suchen dazu eine kleinste o-Algebra
iiber €2, die £ enthélt.
Sei

0q(€) = ﬂ{A; A ist o-Algebra iiber Q mit &€ C A} .

1. Zeigen Sie, dass 0q(E) eine o-Algebra iiber Q mit £ C 0q(€) ist und dass fiir jede
o-Algebra A {iber 2 mit £ C A die Relation 0q(&) C A gilt.

2. Die Borelschen Mengen B(R?) iiber R? sind definiert durch
B(R?) == og2(£) mit & = {[a,b] x [¢,d]; a,b,c,d € R} .

Zeigen Sie, dass die Menge K = {(z,y) € R?; 2% + y? < 1} in B(R?) enthalten ist.

Vorbereitung 4

Sei (Q,Pr) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Wir betrachten die Menge QN aller
Folgen x1, w9, ... von Elementen der Menge €2 und definieren fiir alle : € N und e € 2 die
Mengen A;. = {w € OV; w; = e} € QY. Dabei bedeutet w; das i-te Folgenelement der
Folge w. Sei £ = {A;.;i € Nye € Q}.

Man zeige:

Es gibt einen Kolmogorov’schen Wahrscheinlichkeitsraum (QY ogn(€), Pry), so dass fiir
alle s € Nund e € Q gilt
Pry[A; ] = Prle].



Tutoraufgabe 1

1. Gegeben sei ein Kreis mit Radius 1. Wir wéhlen zufillig (gleichverteilt) einen Punkt
innerhalb des Kreises. Berechnen Sie die Dichte der Verteilung des Abstands zwi-
schen dem Punkt und dem Kreismittelpunkt?

2. Ein Krankenhaus steht in einer Strafle der Liange ¢ < 1 am Punkt a € [0, £].

Wenn alle Notfille gleichverteilt an einem Punkt in [0, ¢] vorkommen, wo soll das
Krankenhaus stehen, damit die erwartete Fahrzeit des Rettungsdienstes minimal
ist?

Tutoraufgabe 2

1. Seien X und Y unabhiéngige und positivwertige kontinuierliche Zufallsvariablen.
Driicken Sie die Dichtefunktion fz von Z = X/Y durch die Dichtefunktionen fx
und fy von X bzw. Y aus.

2. Die Zufallsvariablen X und Y seien gegeben durch die Koordinaten eines (gleich-
verteilt) zufiillig gewihlten Punktes P € {(s,t);s* + t* < 4} der z,y-Ebene.
Berechnen Sie die gemeinsame Dichte fxy(z,y)!

Sind X und Y unabhéngig? Begriindung!
Berechnen Sie die Randdichten fy und fy !

Tutoraufgabe 3

Wir betrachten unabhéngige stetige Zufallsvariablen X und Y, die beide auf dem Intervall
[0,1] C R gleichverteilt sind. Sei Z = max{X,Y}.

1. Berechnen Sie die Verteilungsfunktion Fy.

2. Bestimmen Sie eine Funktion u : [0,1] — [0, 1], so dass u(X) die gleiche Verteilung
wie Z besitzt.



