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Allgemeine Hinweise
e Bitte fiillen Sie obige Felder in Druckbuchstaben aus und unterschreiben Sie!
e Bitte schreiben Sie nicht mit Bleistift oder in roter/griiner Farbe!
e Die Arbeitszeit betrigt 90 Minuten.

e Alle Antworten sind in die geheftete Angabe auf den jeweiligen Seiten (bzw. Riick-
seiten) der betreffenden Aufgaben einzutragen. Auf dem Schmierblattbogen kénnen
Sie Nebenrechnungen machen. Der Schmierblattbogen muss ebenfalls abgegeben
werden, wird aber in der Regel nicht bewertet.
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Aufgabe 1 (6 Punkte)
Wahr oder falsch? Begriinden Sie Thre Antwort!

1.

In jedem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, Pr) gibt es ein Elementarereignis
e € {2 mit Prle] # 0.

. Es gibt keinen diskreten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, Pr) mit |Q| = 1.

Fiir jede diskrete Zufallsvariable X ist das zweite zentrale Moment gleich der Varianz
Var[X].

Sei A € R mit A < 0. Dann ist die Funktion f : R — [0,1] mit f(i) = <2 fiir alle
i € No und f(i) = 0 fiir alle i € R\Nj keine (diskrete) Dichtefunktion.

Falls X Poisson-verteilt ist, dann ist auch X +1 Poisson-verteilt.

Jede konstante Folge (H;);en, die fiir alle ¢ € N aus Ereignissen H; gleich einem
Ereignis H besteht (d.h. H; = H), ist rekurrent.




Aufgabe 2 (8 Punkte)
Seien W = (Q,Pr) und A = Q\ A fiir Ereignisse A iiber Q. Wir betrachten Ereignisse A
und B, so dass die folgenden bedingten bzw. unbedingten Wahrscheinlichkeiten gelten.

1 ) 1
Pr[A]= -, Pr[B|A]=—, Pr[4|B]=-.
3 12 5
1. Zeigen Sie, dass die Ereignisse A und B abhéngig sind.

2. Berechnen Sie Pr[B|A] als Bruchzahl.

3. Berechnen Sie Pr[A U B] als Bruchzahl.




Aufgabe 3 (10 Punkte)

Wir werfen gleichzeitig und unabhéngig mit einem blauen und einem roten fairen Wiirfel
und definieren eine diskrete Zufallsvariable X wie folgt:

Falls der rote Wiirfel eine hohere Augenzahl zeigt als der blaue Wiirfel, dann sei der Wert
von X gleich 0. Andernfalls sei X durch die Augenzahl des blauen Wiirfels gegeben. Wenn
beispielsweise der blaue Wiirfel die Augenzahl 6 zeigt, dann hat X stets den Wert 6. Es
gilt Wx ={0,1,2,...,6}.

1. Geben Sie die Dichtefunktion fx fiir X an.
2. Berechnen Sie den Erwartungswert E[X|X # 0] der bedingten Variablen X |X # 0.
3. Wir wiederholen das Werfen der Wiirfel so lange, bis im n-ten Wurf zum ersten Mal

der rote Wiirfel eine hohere Augenzahl zeigt als der blaue Wiirfel.

Sei X; fiir + € N die Zufallsvariable fiir den i-ten Wurf. Die Verteilung der X; ist
also identisch mit der Verteilung von X.
Seien N und Y Zufallsvariable, wobei N den Wert n liefere und ¥V = ZZ]L X; gelte.

Berechnen Sie den Erwartungswert E[N]| von N.

Berechnen Sie nun den Erwartungswert E[Y] von Y.




Aufgabe 4 (10 Punkte)

Wir betrachten ein Miinzwurfexperiment, das darin besteht, jede von drei unterschiedli-
chen Miinzen A bzw. B bzw. C so lange zu werfen, bis Kopf erscheint. Dabei nehmen wir
an, dass die Erfolgswahrscheinlichkeiten fiir einen einzigen Wurf mit A bzw. B bzw. C' die
Werte p; = % bzw. py = % bzw. p3 = % sind. Die Miinzen A und C sind also unfair.

X4 bzw. Xp bzw. X seien die entsprechenden unabhéngigen Zufallsvariablen, die die
Anzahl der Wiirfe mit A bzw. B bzw. C zéhlen. Die Gesamtzahl der Wiirfe sei gegeben
durch die Zufallsvariable Y = X4 + Xp + X¢ .

1. Sei Gy (s) die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion fiir Y. Bestimmen Sie G% (0) .
2. Sei fy die Dichtefunktion von Y. Bestimmen Sie fy(4).
3. Bestimmen Sie den Erwartungwert E[Y].

4. Zeigen Sie Pr[Y >16,5] < & .

Hinweis: Benutzen Sie die Ungleichung von Chebyshev.




Aufgabe 5 (6 Punkte)

Wir betrachten die Menge {A,U, T,0} der Buchstaben des Wortes AUTO als Box, aus der
wir einzelne Buchstaben Laplace-verteilt und unabhéngig genau 5 Mal (mit Zuriicklegen)
zufillig auswéhlen wollen. Beispiel: Es konnten dreimal 0 und zweimal U gewéhlt werden.

Seien X bzw. Y diskrete Zufallsvariablen, die die Anzahl der gewéhlten 0 bzw. T in der
5-elementigen Auswahl der Buchstaben zéhlen.

1. Geben Sie die Dichtefunktionen fiir X und Y explizit an. Bekannte Funktionen kon-
nen Sie dabei verwenden. Geben Sie insbesondere fiir Pr[X = 2] einen arithmetischen
Ausdruck an.

2. Berechnen Sie die gemeinsame Dichte Pr[X = 1,Y = 1].

3. Sind die Ereignisse X = 1 und Y = 1 unabhéngig? Begriinden Sie Thre Antwort!




