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Ubersicht:

1. Thema: Markov-Ketten:
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Ankunftswahrscheinlichkeit
Riickkehrwahrscheinlichkeit

2. Vorbereitung auf Tutoraufgaben:
VA's von Blatt 11 siehe Musterlosung.
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1. Thema: Markov-Ketten

1.1 Vorbemerkungen

Man beachte, dass Markov-Ketten in der Regel durch
Ubergangsdiagramme definiert werden.

In den Diagrammen werden nur
positive Ubergangswahrscheinlichkeiten eingetragen.

Alle iibrigen Uberginge haben die Wahrscheinlichkeit 0.
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Zentrale Begriffe:

Sei (X¢)ien, eine Markov-Kette mit diskreter Zeit, d. h. eine Folge
von Zufallsvariablen, die der Markov-Bedingung geniigt. Der
Zustandsraum sei S.

Man beachte, dass die Ergebnisse, die von einer Markov-Kette
angenommen werden kdnnen, unendliche Zustandsfolgen
(505 815+++8n,... ) € SN0 =Q sind.

Die diskreten Zufallsvariablen T; ; bzw. T; fiir ¢, 7 € Ng mit
T;; = min{n > 0; X,, = j, wenn Xy =i},

T; = min{n > 1; X,, =i, wenn Xy =i},

heiBen Ubergangszeit bzw. Riickkehrzeit .

zU DS -
(©Dr. Werner Meixner L.\



Man beachte:

T; ; und T; sind bedingte Zufallsvariable, die fiir Markovketten mit
Xo # ¢ undefiniert bleiben kdnnen, weil die Gesamtheit dieser
Markov-Ketten mit Xg # ¢ in dem durch X, = i bedingten
Wahrscheinlichkeitsraum ein Ereignis mit Wahrscheinlichkeit 0
darstellt.

Wir entfernen aus (2 alle Ergebnisfolgen mit Xg # ¢ und definieren
den bedingten Ergebnisraum Qx,—;) = Q\ {(Xt)ren, ; Xo # 7}

Dann gelten
Ty Q(xp=i) — No U {+00} und T; : Qxy—s — No U {+00}.
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Die Dichtefunktionen sz.,j und fr, haben also den
Definitionsbereich Ny U {+o0} .

Im Allgemeinen gilt f7, .(+00) # 0 und fr,(4+00) # 0.
Speziell gilt fiir alle z € Ny U {400}

1:2=0,
0 : sonst.

fr,,(z) = {
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1.2 Ankunfts- und Riickkehrwahrscheinlichkeit

Auf die Zufallsvariablen T; ; und T stiitzen sich die Begriffe

Ankunftswahrscheinlichkeit bzw. Riickkehrwahrscheinlichkeit

fi,j bZW. fz .

Es gelten f; j = Pr[T;; < +oo] und f; = Pr[T; < +o0].

zU DS
(©Dr. Werner Meixner

1=\



Die folgenden Eigenschaften einer Markov-Kette hangen
ausschlieBlich von der Struktur des Ubergangsdiagramms ab.

Man beachte, dass in das Ubergangsdiagramm nur Pfeile mit
positiven Ubergangswahrscheinlichkeiten eingetragen werden
diirfen.

Eigenschaften:

flzov 0<f2<17 f’L:L
fz‘,jZO, 0<fi7j<1, fijj:1.
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fiyj =0 bzw. fl =0:

Es gibt keinen Pfad vom Knoten ¢ nach Knoten j
bzw. von i zurlick auf sich selbst.

fiJ‘ =1 bzw. fl =1:

Jeder bei ¢ beginnende Pfad kann
zu einem Pfad bis zu j bzw. zu i zuriick
verlangert werden.

0< fij<lbzw. 0 < f; < 1:

Die vorausgegangenen Eigenschaften treffen nicht zu.
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Abgeleitete Eigenschaften fiir Zustinde i € S:
i ist transient, falls f; < 1.
i ist rekurrent, falls f; = 1.

i ist absorbierend, falls f; ; = 0 fiir alle j # 7 gilt.

Bemerkung: Auch die Eigenschaften ,,irreduzibel“, , periodisch“
und ,,aperiodisch“ hdangen ausschlieBlich von der Struktur des
Ubergangsdiagramms ab.

Folglich gilt Gleiches auch fiir die Eigenschaft ,,ergodisch".
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Berechnung der Ankunfts- und Riickkehrwahrscheinlichkeiten:

Bei gegebener zeithomogener diskreter Markov-Kette
(Ubergangsmatrix) kénnen alle f; ; und f; durch folgendes
Verfahren gefunden werden:

1. Man bestimme, fiir welche 7, j die Gleichungen f; ; =0, f;; =1
bzw. f; =0, f; = 1 gelten.

2. Man lose fur die verbleibenden Wahrscheinlichkeiten die
Gleichungen

fij = pij+ Zpi,kfk,j falls i #£ j,
k#j

fi = piit+ Y Pinfri-
ki

Bemerkung: Wir kdnnen die Gleichungen ,,zeilenweise 16sen.
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1.3 Erwartungswerte von T; ; und T;

Erwartete Ubergangszeit: hi ;= E[T; ;].
Erwartete Riickkehrzeit: h; := E[T;].
Es gilt:

Falls |S| < oo, dann existieren die Erwartungswerte h; j bzw. h;
genau dann, wenn f; ; =1 bzw. f; =1 gilt.
Die Berechnung erfolgt nach Vorlesung mit Gleichungssystem

hz‘J' = 1+ Zpi,khk,j falls 4 75 j,
k#j

h; = 1+Zpi,khk,i-
ki
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2. Vorbereitung auf Tutoraufgaben: VA’s von Blatt 11

Siehe Musterlésung!
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