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Ubersicht:
1. Thema: Erzeugende Funktionen, Rekurrenz: VA 142 von Blatt 6
2. Vorbereitung auf Tutoraufgaben: VA von Blatt 7
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1. Thema: Erzeugende Funktionen, Rekurrenz: VA 142
von Blatt 6

Zur Erinnerung:

Eine reelle erzeugende Funktion f ist eine Abbildung von R in R,
die sich in einer Umgebung von 0 € R durch eine Potenzreihe
2o aiz" darstellen 13Bt.

Man sagt, dass die Folge (a;)ien, von f erzeugt wird.

Falls fiir alle i € Ny a; > 0 und Z;’io a; = 1 gilt, dann nennt man
f eine wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion.

z—1

Ist e*, e~ erzeugend, wahrscheinlichkeitserzeugend?
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1.1 VA 1 von Blatt 6

Bestimmen Sie die erzeugende Funktion einer
negativ binomialverteilten Zufallsvariablen.
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Losung:

Die Dichte einer negativ binomialverteilten Zufallsvariablen X, fiir
n-maliges Auftreten des Wertes 1 bei Erfolgswahrscheinlichkeit p

ist
. =1 n i—n
@)=\ _,)pPa-p""
. . (n—1)
Man beachte, dass mit (*~}) = % fiir i < n sofort
(i~1) =0 folgt.
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Fiir die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion Gx, (s) gilt dann

Gx,(s) = i (;__D (L —p)i -

1=0

- i(n‘_ll) (1)

=n

Dem Wortlaut nach ist die Aufgabe damit schon gelost!

Nun aber suchen wir noch eine geschlossene Darstellung fiir

Gx, (s).
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Ein Schliissel fiir eine geschlossene Darstellung der Funktion
Gx, (s) kann u.a. die Rekursion fiir alle n > 1 sein mit

2
pb-s
GXn+1 (5) = n ’ CTY/Xn (S) )

wobei laut Vorlesung fiir n = 1 gilt

pSs

R
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Beweis der Rekursion:

0 = Y (7)o

=0
n = /i
L ()
1=0
n ad 1 —1
S TR
n
= D52 GXn+1(S)

zU DS 1.1 VA 1 von Blatt 6 -
(©Dr. Werner Meixner L.x



Ein alternativer Ansatz X,, = Z1 + Z» + ... Z,, mit unabhéangigen
geometrisch verteilten Z; ist nach Vorlesung

G, ()= G2 (9) - Ga(o) -G o) = (=2 )
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1.2 VA 2 von Blatt 6

© Sei (Hp)p>1 eine rekurrente Ereignisfolge.

Die Zufallsvariable Z mit Wz = NU {oo} messe fiir k € N die
Wartezeit Z = k bis zum Eintreten des ersten Ereignisses Hj,
der Ereignisfolge.

Zeigen Sie die Ungleichung

> Pr[Z=k<1.

keN
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Losung:

Bemerkung:

Bei oberflachlicher Betrachtung erscheint die Giiltigkeit der
Ungleichung als eine triviale Folge der Eigenschaft von Z, eine
.,Zufallsvariable zu sein,

denn die Summe aller Wahrscheinlichkeiten fiir die Werte aus Wz
muss ja 1 sein.

Die Tatsache, dass Pr[Z = k] fiir alle k € NU {oco} definiert
wurde, heiBt aber noch nicht, dass Z beziiglich dieser Definition
eine Zufallsvariable ist. Das ist noch nicht bewiesen.

Insbesondere haben wir bisher nur numerische Zufallsvariable mit
Z : 2 — R betrachtet.

Diese Aufgabe liefert erstmals den Nachweis, dass wir iiber Z von
einer Zufallsvariable (im erweiterten Sinn) sprechen diirfen.
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Zum Beweis geniigt es im Prinzip die paarweise Disjunktheit aller
Ereignisse Z = k fiir alle £ € N zu beweisen und die
entsprechenden Wahrscheinlichkeiten anzugeben.

Wir gehen aus von der Gleichung

PI‘[Hl] + Pl"[Hl] =

Wegen Pr[Z = 1] = Pr[H;] folgt
Z Pr[Z =i] + Pr[H] =

Dies ist der Induktionsanfang zum induktiven Beweis der folgenden
Gleichung fiir alle n > 1.
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Fiir alle n > 1 gilt

ZPr i|+Pr[HinHN...NH,] = 1.

Den Induktionsschritt von n auf n + 1 beweist man wie folgt.
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n
1 = Y Pr[Z=di+Pr[HinHyN...NH,)
i=1

= ZPr[Z:z']JrPr[Emﬁzm...mﬁannH]
=1
+Pr[HiNHyN...NHyN Hpyq]

= > Pr[Z=i]+Pr[Z=n+1]+Pr[HinHyN...N Hyy4]
=1
w1

= ZPT[Z:i]+Pr[Hlﬂggﬂ...ﬂHnJrl].

i=1

Daraus folgt unmittelbar die Behauptung.
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@ Sei (X,,)n>1 eine Folge unabhangiger Indikatorvariablen mit
gleicher Bernoulli-Verteilung.

Zeigen Sie, dass die Folge (H,)n,>1 der Ereignisse
H, = (X,, = 1) rekurrent ist.
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Losung:
Wir zeigen fiir alle 4,5 € N mit ¢ > j

Pr [Hl |I_{1 n...N Hj_l ﬂHj] = PI‘[HZ'_J'] .

Sei p die Erfolgswahrscheinlichkeit fiir die Variablen X,.

Fiir alle i € N gilt Pr[H;] = p.

Da die X; unabhéangig sind, folgt

Pr[H; NHiyN...NH;_;NHj
Pr[HyN...NH;_yNHj]

= Pr[H}]

p
PI‘[Hi_j] .

Pr[Hi‘ﬁlﬂ...ﬂgj_lﬂHj] =
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2. Vorbereitung auf Tutoraufgaben: VA von Blatt 7

2.1 VA 1 von Blatt 7

Auf einem Blatt Papier sind im Abstand von 4 cm horizontale
Linien aufgemalt. Wir werfen eine Miinze mit einem Radius von
1cm auf dieses Blatt Papier. Dabei treffen wir immer das Papier
und werfen nicht daneben, so dass der Mittelpunkt der Miinze
gleichverteilt wird auf dem Papier.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit beriihrt die Miinze eine Linie?
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Losung:

Die Gleichverteilung von Punkten auf einer Flache bedeutet, dass

gleich groBe Flachenstiicke im Mittel gleich oft von erzeugten
Punkten beriihrt werden,

hier z. B. durch den Mittelpunkt geworfener Miinzen.
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Die Flache zwischen zwei aufeinanderfolgenden horizontalen Linien
teilt sich in gleich groBe Bereiche By und Bs von Lagepositionen
der Miinze,

wenn B die Menge von Punkten umfasst mit groBerem Abstand
als 1 zu einer der beiden Linien

und By die iibrigen Punkte zwischen den Linien enthalt.

Die Miinze beriihrt genau dann eine der Linien, wenn deren
Mittelpunkt in By fallt.
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Da die Flachen von By und By gleich groB sind, beriihrt die Miinze
mit Wahrscheinlichkeit 1/2 eine der beiden Linien.

Da wir davon ausgehen, dass jeder der Zwischenrdaume zwischen
benachbarten Linien mit gleicher Wahrscheinlichkeit getroffen
werden,

beriihrt die Miinze mit Wahrscheinlichkeit 1/2 irgendeine Linie.
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2.2 VA 2 von Blatt 7

Seien A, B und C jeweils (unabhangig) gleichverteilt iiber [0, 1].

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass alle Losungen der
Gleichung Az? + Bz + C = 0 reellwertig sind?

Hinweis: Berechnen Sie zunichst die Dichtefunktion von A - C und

verwenden Sie fiir die sich anschlieBende Rechnung
fw21n1‘ dx = ﬂ%_%”_
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Losung:
A, B und C sind kontinuierliche Zufallsvariablen R — R.
Es gibt héchstens 2 Losungen!

Alle Lésungen sind genau dann reell, wenn B2 > 4AC gilt.

Wir definieren den 3-dimensionalen Korper
V:={(A,B,C); B>>4ACAN0< A, B,C<1}.

Aus Griinden der Unabhangigkeit und Gleichverteilung der A, B, C
ist Pr[B% > 4AC] durch das Verhiltnis des Volumens von V' zum
Volumen des Einheitswiirfels [0, 1]3 bestimmt.

Das Volumen des Einheitswiirfels ist 1.
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Wir definieren noch
F(B):={(A,C); B> >4ACAN0< A,C <1}

und erhalten

Pr[B? > 4AC] / dAdBdC
14

1
_ /(/ dAdc) ap
0 F(B)
1 B2%/4 1 32/4
:/ / dA + dA ) dB
B2a A

2 2
_ /__B_lnB_dB
In2 5
= — 4+ — ~254%.
5 +36 5.4%
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2.3 VA 3 von Blatt 7

Es sei €2 eine Ergebnismenge. Wir nehmen an, dass wir fiir eine
Menge £ C P(€2) von Ereignissen Wahrscheinlichkeiten definieren
wollen. Wir suchen dazu eine kleinste o-Algebra iiber 2, die £
enthalt.

Sei

oq(€) = ﬂ{A; A ist o-Algebra tiber Q mit £ C A}.
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@ Zeigen Sie, dass 0 (&) eine o-Algebra iiber Q mit £ C 0q(€)
ist und dass fiir jede o-Algebra A iiber 2 mit £ C A die
Relation 0 (&) C A gilt.

@ Die Borelschen Mengen B(R?) iiber R? sind definiert durch
B(R?) := op2(E) mit € = {[a,b] x [¢,d]; a,b,¢c,d € R}.

Zeigen Sie, dass die Menge K = {(z,y) € R?; 2% + y*> < 1}
in B(R?) enthalten ist.
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Losung 1. Teilaufgabe:

Wir lernen ein wichtiges Beweisprinizip kennen:
Konstruktion mittels Bildung des Durchschnitts (z. B. von
Algebren).

Wir zeigen zunéchst, dass 0q(&) eine o-Algebra ist.

Dazu sind die folgenden Abgeschlossenheitseigenschaften des
Systems 0 (€) nachzuweisen:

(E1) Qe oq(é).
(E2) Acoq(f) = Acaq(é).
(E3) Ay €oq(€)firalleneN = |, cyAn € 0a(E).

Beweis: Tafelanschrift.
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Nun zeigen wir:
Fiir jede o-Algebra A iiber Q mit £ C A gilt 0q(£) C A
Beweis:

() ist Durchschnitt aller o-Algebren mit £ C A.
Daraus folgt (&) C A.
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Losung 2. Teilaufgabe:

Wir schopfen das Komplement von K durch abzidhlbar viele
Intervalle aus und bilden dann das Komplement.

(siehe Tafelanschrift)
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2.4 VA 4 von Blatt 7

Sei (€2, Pr) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Wir betrachten
die Menge QN aller Folgen x1, x, ... von Elementen der Menge 2
und definieren fiir alle ¢ € N und e € 2 die Mengen

Aie ={we OV w =e} CON.

Dabei bedeutet w; das i-te Folgenelement der Folge w.

Sei £ ={A4;c.;ieN,eecQ}.

Man zeige:

Es gibt einen Kolmogorov'schen Wahrscheinlichkeitsraum
(ON oo (€),Pry), so dass fiir alle i € N und e € Q gilt

Pry[A; ] = Prle].
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Losung:
Wir definieren Pry wie folgt. Wir konstruieren

1. die Wahrscheinlichkeit des Komplements
PrN[f*,G] =1— Pry[A;l.
2. die A; . als unabhangige Ereignisse:
Pry[Ai e, NN Aip e ] = Prn[Ai o] - - Prn[Ai, e, )
3. die Wahrscheinlichkeit fiir beliebige endliche Vereinigungen mit
der Siebformel:
Pry[Ai e, U. . .UA;, ¢, ] = Pry[Ai e, |+ . -+ PIN[Aig e ]—- -

4. die Wahrscheinlichkeit fiir beliebige abzdhlbare Vereinigungen
als Limes:

PrN[UneN An] = lim PI‘N[Al U...u An]
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Die Ausarbeitung der Beweise ist Gegenstand der MaBtheorie.
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