E heiBt komplementires Ereignis zu E.

Allgemein verwenden wir bei der Definition von Ereignissen alle bekannten Operatoren
aus der Mengenlehre. Wenn also A und B Ereignisse sind, dann sind auch AU B,
AN B, A\ B etc. Ereignisse.

Zwei Ereignisse A und B heiBen disjunkt oder auch unvereinbar, wenn AN B = () gilt.

DWT 1 Grundlagen
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Definition 4

DWT
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relative Haufigkeit von E

absolute Haufigkeit von
Anzahl aller Beobachtungen
Anzahl Eintreten von F

Anzahl aller Beobachtungen'
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Definition 5
Ein Wahrscheinlichkeitsraum mit = {w1,...,wy,} heiBt endlicher
Wahrscheinlichkeitsraum.

Bei unendlichen Wahrscheinlichkeitsraumen werden wir gewohnlich nur den Fall
Q) = Ny betrachten. Dies stellt keine groBe Einschrankung dar, da wir statt einer
Ergebnismenge 2 = {w1,wy, ...} auch Ny als Ergebnismenge verwenden kdnnen,
indem wir w; mit ¢ — 1 identifizieren. Wir sagen, dass durch die Angabe der
Elementarwahrscheinlichkeiten ein Wahrscheinlichkeitsraum auf €2 definiert ist.
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Beispiel 6
Wir beobachten die an einer StraBe vorbeifahrenden Autos. Dabei gelte:
@ Es fahren doppelt so viele Autos von links nach rechts wie von rechts nach links.

@ Von zehn Autos sind acht silbergrau und zwei beige.

e Das Ereignis “Wir beobachten ein von links nach rechts fahrendes Auto” hat die
Wabhrscheinlichkeit %

@ Das Ereignis “Das nachste Auto ist ein Taxi von rechts" passiert mit
Wabhrscheinlichkeit

W
| =

DWT 1 Grundlagen
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Beispiel 7 (Unendlicher Wahrscheinlichkeitsraum)

Wir betrachten eine Miinze, die mit Wahrscheinlichkeit p Kopf zeigt und mit
Wahrscheinlichkeit ¢ := 1 — p Zahl.

Wir fithren Versuche aus, indem wir die Miinze wiederholt solange werfen, bis Zah/ fallt.

Das Ergebnis eines solchen Versuchs ist die Anzahl der durchgefiihrten Miinzwiirfe.
Damit ergibt sich hier als Ergebnismenge

Q=N=1{1,2,3,...}.
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Beispiel 7 (Forts.)
Sei, fiir i € N, w; das Elementarereignis

w; = Die Miinze wird i-mal geworfen .

Dann gilt: .
Priw;] =p""'q,

und

we

(wie es sein soll!)

DWT 1 Grundlagen
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Lemma 8
Fiir Ereignisse A, B, A1, Ao, ... gilt:

Q Pr[f] =0, Pr[Q] =1.

Q@ 0<PrjA] <L

© Pr[4] =1 - Pr[4].

© Wenn A C B, so folgt Pr[A] < Pr[B].

DWT 1 Grundlagen
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Lemma 8 (Forts.)

@ (Additionssatz) Wenn die Ereignisse A1, ..., A, paarweise disjunkt sind (also wenn fiir
alle Paare i # j gilt, dass A; N Aj = 0), so folgt

n n
i=1 i=1
Fiir disjunkte Ereignisse A, B erhalten wir insbesondere
Pr[AU B] = Pr[A] + Pr[B] .

Fiir eine unendliche Menge von disjunkten Ereignissen A1, Ao, ... gilt analog

oo

U

=1

Pr

[ee)
=1

DWT 1 Grundlagen
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Beweis:
Die Aussagen folgen unmittelbar aus Definition 1, den Eigenschaften der Addition und
der Definition der Summe. Ol
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Eigenschaft 5 in Lemma 8 gilt nur fiir disjunkte Ereignisse. Fiir den allgemeinen Fall
erhalten wir folgenden

Satz 9 (Siebformel, Prinzip der Inklusion/Exklusion)

Fiir Ereignisse A1, ..., A, (n > 2) gilt:

Pri(JAi| = D PrlA]— > PrlA; nAy]+—...
i=1 i=1 1<i1<i2<n
+ (=D YT PriAgnLnAg ]+ -
1<ii<...<ij<n
+ (=D)L Pr[Ain...NA,].
DWT 1 Grundlagen
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Satz 9 (Forts.)
Insbesondere gilt fiir zwei Ereignisse A und B
Pr[AU B] = Pr[A] + Pr[B] — Pr[AN B] .
Fiir drei Ereignisse A1, Ao und As erhalten wir
PI‘[Al UAsU Ag] = PI‘[Al] + PI‘[AQ] + PI‘[Ag]
—PI‘[AI N AQ] — PI‘[Al N Ag]

—PI‘[AQ N Ag]
—|—PI‘[A1 NAsN Ag] .

DWT 1 Grundlagen
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Beweis:

Wir betrachten zunichst den Fall n = 2. Dazu setzen wir C := A\ B= A\ (AN B).
GemaB dieser Definition gilt, dass C' und A N B sowie C und B disjunkt sind. Deshalb
kdnnen wir Eigenschaft 5 von Lemma 8 anwenden:

Pr[A] =Pr[C U(AN B)] =Pr[C]+ Pr[ANB].
Wegen AU B = C' U B folgt daraus

Pr[AU B = Pr[C' U B] = P1[C] + P1[B] =
Pr[A] — Pr[AN B] + Pr[B]

und wir haben die Behauptung fiir n = 2 gezeigt.

DWT 1 Grundlagen
@©Ernst W. Mayr




Beweis (Forts.):
Der Fall n = 3:

Al A2

N\ X XX
/. 9. 9.

As

Q

Man beachte, dass durch die im Satz angegebene Summe jedes Flichenstiick
insgesamt genau einmal gezahlt wird.
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Beweis (Forts.):

Der allgemeine Fall kann nun durch Induktion iiber n gezeigt werden (was wir aber hier
nicht ausfiihren!).

Satz 9 findet man manchmal auch unter der Bezeichung Satz von Poincaré-Sylvester,
nach dem Franzosen

Jules Henri Poincaré (1854-1912)
und dem Englander

James Joseph Sylvester (1814-1897)

benannt.

DWT 1 Grundlagen
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Boolesche Ungleichung:

Die folgende Abschitzung ist nach George Boole (1815-1864) benannt:

Korollar 10
Fiir Ereignisse Ay, ..., A, gilt
n n
i=1 i=1
Analog gilt fiir eine unendliche Folge von Ereignissen A1, Ao, ..., dass

Pr

U
i=1

DWT 1 Grundlagen
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Beweis:
Zunichst betrachten wir die linke Seite der Ungleichung fiir den endlichen Fall und

erhalten
n
Pr U Al = Z Priw] .
=1 weli, Ai
Fiir die rechte Seite gilt
n n
D Pr{A] =) ) Prw].
i=1 i=1 weA;
Jedes Elementarereignis kommt links also genau einmal und rechts mindestens einmal
vor. ]
DWT 1 Grundlagen
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1.1 Wahl der Wahrscheinlichkeiten
Frage: Wie kdnnen Wahrscheinlichkeiten sinnvoll festgelegt werden?

Prinzip von Laplace (Pierre Simon Laplace (1749-1827)): Wenn nichts dagegen
spricht, gehen wir davon aus, dass alle Elementarereignisse gleich wahrscheinlich sind.
Also:

£
Pr[E] =
1]
DWT 1.1 Wahl der Wahrscheinlichkeiten
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1.2 Historische Anfinge der Wahrscheinlichkeitstheorie

Die ersten Hinweise auf mathematische Untersuchungen zu Problemen der
Wahrscheinlichkeitstheorie finden sich in einem Briefwechsel zwischen den
franzosischen Mathematikern

Pierre Fermat (1601-1665)
und
Blaise Pascal (1623-1662).

Pascal beschéftigte sich neben der Mathematik auch mit Fragestellungen aus dem
Bereich der Physik und auch aus der Informatik! Sein Vater hatte als Steuerinspektor
in Rouen umfangreiche Rechnungen durchzufiihren und so wurde Pascal zum Bau einer
mechanischen Rechenmaschine, der so genannten Pascaline, motiviert.

DWT 1.2 Historische Anfange der Wahrscheinlichkeitstheorie
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In dem Briefwechsel taucht bereits der Ansatz Pr[E]| = |E|/|S2| zur Berechnung der
Wahrscheinlichkeit von E auf. Auch den Begriff des Erwartungswerts kann man dort
schon finden. Weder Fermat noch Pascal publizierten ihre Uberlegungen zur
Wabhrscheinlichkeitstheorie. Der Niederlander

Christiaan Huygens (1629-1695)

entwickelte ebenfalls Methoden zum Arbeiten mit Wahrscheinlichkeiten aus. Er
publizierte im Jahre 1657 auch eine kleine Arbeit mit dem Titel ,,De ratiociniis in ludo
aleae" (Uber die GesetzmaBigkeiten beim Wiirfelspiel).

DWT 1.2 Historische Anfange der Wahrscheinlichkeitstheorie
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2. Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Beispiel 11
A und B spielen Poker (52 Karten, 5 Karten pro Spieler, keine getauschten Karten).
A halt vier Asse und eine Herz Zwei in der Hand. B kann dieses Blatt nur liberbieten,

wenn er einen Straight Flush (fiinf Karten einer Farbe in aufsteigender Reihenfolge hat.

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis F' := B hat einen Straight Flush" betragt

IF| 3-8+7 31 s
Pr|F| = — = = =2,02..-107°.
1F =g (2% 1533939
DWT 2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten
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Beispiel 11 (Forts.)

A hat die Karten allerdings gezinkt und weiB, dass B nur Kreuz in der Hand halt.
Bezeichne nun Q' den Wahrscheinlichkeitsraum aller Méglichkeiten fiir B und F’ das
Ereignis, dass B einen Straight Flush der Farbe Kreuz hat:

F| 8 8
] T (2) T 792
DWT 2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

@©Ernst W. Mayr




Fiir Pr[A|B] erforderliche Eigenschaften:
O Pr[B|B] =1,
Q@ Pr[A|Q] = Pr[A];
© fiir festes B ist Pr[A|B] proportional zu Pr[A N B].

Definition 12
A und B seien Ereignisse mit Pr[B] > 0. Die bedingte Wahrscheinlichkeit Pr[A|B]

von A gegeben B ist definiert als

Pr[AN B]
Pr[A|B] i= ———— .
r[A|B] PriB]
DWT 2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten
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Die bedingten Wahrscheinlichkeiten Pr[-| B] bilden fiir ein beliebiges Ereignis B C Q
mit Pr[B] > 0 einen neuen Wahrscheinlichkeitsraum iiber €.

Es ist leicht nachzurechnen, dass dadurch die Definition eines diskreten
Wahrscheinlichkeitsraums erfiillt ist:

PrlonB] Prlw] Pr[B]
%PI[W‘B] = u;)Pr[B] = U; Pr[B] _ PrlB| 1.

Damit gelten alle Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten auch fiir bedingte
Wahrscheinlichkeiten. Beispielsweise:

Pr[0| B] = 0 sowie Pr[A|B] = 1 — Pr[A|B] .

DWT 2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten
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Beispiel 13 (Reskalierung bei bedingten Wahrscheinlichkeiten)
Betrachte folgenden gezinkten Wiirfel:

0,7 T T T T T T

Pr|z]
0,6 |+ -
0,5 | e -
1) U UUUPPPRI -
0,3

0,2

01

0,0
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Beispiel 13 (Forts.)

Wir betrachten nun den durch B := {3,4,5} gegebenen bedingten

Wahrscheinlichkeitsraum:

07
0,6 -
05 -
04
03
02

0,1

T T 0,7

..................................... i 0,6

..................................... i 0,5

04
03
02

0,1

0,0
0

DWT
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Was genau war die Bedingung?

Beispiel 14 (Zweikinderproblem)

Wir nehmen an, dass bei der Geburt eines Kindes beide Geschlechter gleich
wahrscheinlich sind. Wir wissen, dass eine bestimmte Familie zwei Kinder hat und eines
davon ein Méadchen ist. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass beide Kinder der
Familie Madchen sind?

Natiirlich %

Wirklich?

DWT 2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten
@©Ernst W. Mayr



Beispiel 14 (Forts.)

Eigentlich gilt:
Q == {mm,mj, jm, jj}

und
M := {mm,mj, jm} .
Wir bedingen auf M, und damit gilt fiir A := {mm}:
PrlAnM] _1/4 1

Pr{A|M] = —— =1 =

Pr[M]  3/4 3
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Beispiel 15 (Ziegenproblem)

Sie nehmen an einer Spielshow im Fernsehen teil, bei der Sie eine von drei
verschlossenen Tiiren auswahlen sollen. Hinter einer Tiir wartet der Preis, ein Auto,
hinter den beiden anderen stehen Ziegen. Sie zeigen auf eine Tiir, sagen wir Nummer
eins. Sie bleibt vorerst geschlossen. Der Moderator weiB, hinter welcher Tiir sich das
Auto befindet; mit den Worten “Ich gebe lhnen mal einen kleinen Hinweis" offnet er
eine andere Tiir, zum Beispiel Nummer drei, und eine Ziege schaut heraus und
meckert. Er fragt: “Bleiben Sie bei Nummer eins, oder wahlen sie Nummer zwei? "

Frage: Welche Strategie ist giinstiger:
S1 Der Spieler bleibt immer bei seiner urspriinglichen Wahl.

S2 Der Spieler wechselt stets die ausgewéhlte Tiir.
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Beispiel (Forts.)
Wir betrachten hier eine Diskussion des Ziegenproblems mit Hilfe von bedingten
Wahrscheinlichkeiten. Wir betrachten bei jeder Variante den Fall, dass der Spieler
a) die “richtige”,
b) eine falsche Tiir gewéhlt hat.

Ersteres geschieht mit Wahrscheinlichkeit % Letzteres mit Wahrscheinlichkeit %
Wenn wir nun auf den Fall a) bzw. b) bedingen, ergeben sich fiir die beiden Strategien
die folgenden bedingten Gewinnwahrscheinlichkeiten:

| s1 | s2
a) 1 0
b) 0 1
DWT 2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten
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