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Hausaufgabe 1 (4 Punkte)

Wir fassen die aussagenlogischen Werte ¢ (wahr) und f (falsch) zur booleschen Menge
B = {t, f} zusammen und betrachten den aussagenlogischen Operator @ : B x B — B des
sausschlieBenden Oder* (gleichbedeutend mit #).

1. Zeigen Sie die Kommutativitdt und die Assoziativitdt von ®, d.h. r®y = y® x und
(z®yY)®z=2® (y® z) fir alle z,y, z € B, durch Auswertung der entsprechenden
Wahrheitswerttabellen.

2. Wir betrachten die Algebra A = (B, ®). Geben Sie einen Isomorphismus f von A
auf Z, an und beweisen Sie die entsprechende Homomorphieeigenschaft fiir f.

Warum folgt bereits aus der Existenz des Isomorphismus f die Kommutativitit und
Assoziativitiat der Verkniipfung ®7 Beweis!

Hausaufgabe 2 (5 Punkte)

Wahr oder falsch? Beweisen Sie Ihre Antworten.
1. =7=8 (mod 5).
2. 2 mod 3=2, 2¥ mod3=2, 290 mod3=1.
3. Firallen € Ngilt n?mod (n+1)=1.
4. Fiir alle n € N gilt  (n mod 2) mod 7 = (n mod 7) mod 2.

5. Sei + die ganzzahlige Division. Dann gilt  (—10) +4 = 3.

Hausaufgabe 3 (4 Punkte)

1. Berechnen Sie (10117 4 527 — 3019%9) mod 3.

2. Bestimmen Sie 27333333100 1154 12.



Hausaufgabe 4 (4 Punkte)

Die Menge der Permutationen der Teilmenge {1,2,3,4} der natiirlichen Zahlen bildet
zusammen mit der Komposition o von Abbildungen die Gruppe S4. Das neutrale Element
der Gruppe sei id. Wir betrachten die in Zyklusschreibweise gegebenen Permutationen

p=(12)3)4) wd  q=(1)2)(34).

1. f heiit involutorisch, falls f o f = id gilt. Zeigen Sie, dass p und ¢ involutorisch
sind.

2. Zeigen Sie, dass po g = q o p gilt.
Seien r = poqund U = {id, p,q,r}.
3. Geben Sie die o-Verkniipfungstafel fiir die Elemente aus U an.

4. Beweisen Sie, dass die Menge U mit jedem Element x € U auch sein Inverses x~*

enthélt (mit x o 27! = id).

Hausaufgabe 5 (5 Punkte)

Wir betrachten Algebren A = (S, 0) mit einer 2-elementigen Trigermenge S = {a, b} und
einem 2-stelligen Operator o. Bekanntlich gibt es 16 verschiedene Algebren dieser Art, auf
die wir uns im Folgenden beziehen.

1. Geben Sie eine Verkniipfungstafel fiir einen nicht assoziativen und gleichzeitig nicht
kommutativen Operator o an.

2. Zeigen Sie, dass es genau zwei kommutative und gleichzeitig nicht assoziative Ope-
ratoren o gibt.

3. Geben Sie alle Booleschen Operatoren an, die kommutativ und gleichzeitig nicht
assoziativ sind.

Hausaufgabe 6 (4 Punkte)

Seien G' = (S, 0, ¢) eine Gruppe mit neutralem Element ¢ und U = {x € S; 2% = ¢}.
Man zeige:

1. Sei G abelsch. Dann ist (U, o) eine Untergruppe von G.

2. Falls U = § gilt, dann ist G abelsch.

Hausaufgabe 7 (4 Punkte)

Man schreibe die folgende Permutation o € Si4 als Produkt von paarweise disjunkten

Zyklen:
( 12 3 4 5 7 8
o= 1

6 9
2 412 8 10 3 14 6 5 7 9 11 13

Welche Ordnung besitzt o7

10 11 12 13 14)



Hinweis: Auf den Ubungsblittern in diesem Semester wird es grundsétzlich die drei Aufga-
bentypen Vorbereitungsaufgabe, Tutoraufgabe und Hausaufgabe geben. Die als Vorbereitung
bezeichneten Aufgaben dienen der hduslichen Vorbereitung der Tutoraufgaben. Tutoraufgaben

werden in den Ubungsgruppen bearbeitet. Dabei wird die Lésung der Vorbereitungsaufgaben
vorausgesetzt. Die Vorbereitungsaufgaben werden in der Zentraliibung unterstiitzt.

Vorbereitung 1
Beweisen Sie:
1. Es gibt bis auf Isomorphie genau einen Ring R = (S,®,®,0,1) mit drei Ele-

menten, d.h. S = {0,1,a}. Insbesondere also muss R isomorph sein zum Ring
<Z37 +3a '3 07 1)

2. Der Ring R = (S,®,®,0,1) mit drei Elementen ist ein Korper.
3. Sei t, die Anzahl der co-Nullteiler eines Ringelementes x € S\ {0} eines endlichen,
kommutativen Ringes (S, ®,®,0,1).

Dann ist ¢, + 1 ein Teiler der Anzahl n = |S| aller Ringelemente.
Dabei heifle y € S\ {0} co-Nullteiler von z € S\ {0}, falls z © y = 0.

Vorbereitung 2

Mit R = Zs|x] bezeichnen wir den Ring aller Polynome iiber einer Variablen z mit Koef-
fizienten aus dem Korper (Zs, +3,-3) der ganzen Zahlen modulo 3.
Seien a(x),b(z) € R gegeben durch

a(zr) = 2% +22*+22° + 22 +1,
br) = 2*+27+1.

1. Bestimmen Sie Polynome ry(z),73(x), ¢1(x), g2(z) € R mit
grad(rs(x)) < grad(ra(x)) < grad(b(x)), so dass die folgenden Gleichungen gelten.

ra(z) = alz) —q(z) - b(z),
r3(r) = b(x) — qa(z) ra(z).

2. Bestimmen Sie ein Polynom ¢(z) € R moglichst hohen Grades, das ein gemeinsamer
Teiler von a(x) und b(z) ist.

Vorbereitung 3
Bestimmen Sie Polynome a(x), b(z) € Q[x], so dass gilt

P+ a(z) b(x)

(22 +1)(22 +2) x2+1+x2+2'




Vorbereitung 4

Gegeben seien die Polynome a(z) = z*4+2°+3 und b(z) = 32*+4 aus dem Polynomring
Zs|x] iiber dem Korper Zs.

1. Wie viele Elemente enthélt die Menge Rgaq(s) aller Polynome r(x) € Zs[x]
mit grad(r) < grad(b) ?

2. Bestimmen Sie Polynome ¢(z),r(z) € Zs[z], so dass gilt a(x) = q(x)-b(x) + r(x)
mit grad(r) < 2.

Vorbereitung 5

Wir betrachten den Ring R = Z3[z]. Beachten und nutzen Sie im Folgenden die Isomorphie
zwischen (Zs[z]/(9), +, ) und (Zs[z]graq(g) +¢:°9), die fiir alle g € R durch die Abbildung
[flg — Remy(f) gegeben ist. Wir schreiben gelegentlich p € Zs[x]/(g) fir p € Zs[a]graq(g)-

Sei g(x) = 2% + 22 + 1.
1. Bestimmen Sie alle Elemente des Rings Zs[z|/(g)-

2. Bestimmen Sie die Spalten der Additions- und Multiplikations-Verkniipfungstafeln
zum Element [z + 2], € Zs[z]/(g).

3. Berechnen Sie Polynome p(z) € Zs[z] und r(x) € Zs[x]s mit der Eigenschaft
o'+ +1=px) (2®+22+1) +r(x).

4. Ist der Restklassenring Zs[z|/(g) ein Korper? Begriindung!

Vorbereitung 6
Wir betrachten den Kérper C der komplexen Zahlen. Es sei ¢ € C mit 2 = —1.

1. Zeigen Sie, dass fiir jedes n € N die komplexe Zahl e eine multiplikative Unter-
gruppe W, von C erzeugt, die isomorph ist zu Z,.

2. Stellen Sie W, in der Gaulchen Zahlenebene dar und machen Sie sich klar, was in
Ihrer Darstellung die Multiplikation in W,, bedeutet.

Vorbereitung 7

Bestimmen Sie mit dem erweiterten Euklidschen Algorithmus einen gréfiten gemeinsamen
Teiler der Polynome 2° — 5z* + 423 + 222 — 122 + 10 und 22 — 1. Die Polynome werden
im Ring Q[z] betrachtet.



Tutoraufgabe 1

Gegeben sei der Bruch f(z) = % mit den Polynomen p(z), q(z) € Clx],

p(z) = 32> — 520 +16 und q(z) = 2* — 2° — 82 — 42 — 48.
1. Man bestimme einen grofiten gemeinsamen Teiler r(x) von p(x) und ¢(x) und divi-

diere Z#hler und Nenner von f(x) durch r(x). Das Ergebnis nennen wir den voll-
standig gekiirzten Bruch F(x).

2. Bestimmen Sie die vollstéandige Partialbruchzerlegung von F'(z), d. h., berechnen Sie
a, 8,7, A, B,C € C so, dass gilt

A B C
F(z) = + + .
r+a T+0 x+7y

Tutoraufgabe 2

1. Sei p(z) € C[z] ein Polynom vom Grad n — 1 mit den Koeffizienten
a= (ao, ayy ... ,an,l), d.h.
p(x) = Fa(z) .
Wir betrachten speziell n =8, @ = (1,1,1,1,1,1,1,1) und w = es.
Berechnen Sie die Fouriertransformierte
Fnw(@) = (P(1), Ps(w), ..., Pg(w" ™))

auf zwei verschiedene Arten:

i) Durch Ausfithrung des Divide-and-Conquer Algorithmus DFT(@, w).

ii) Durch direkte Berechnung unter Ausnutzung der Formel

" —1=@""+. 2t (r—1),

2. Durch welche Matrix kann die Fouriertransformation .7-"8 2 dargestellt werden?

Tutoraufgabe 3

Sei w(z) = x* 4+ 1. Wir betrachten den Ring R = (Zs[z]3, +r(z), 'r(x)) - Seine Elemente
werden reprisentiert durch die Reste bei Polynomdivision durch z3 + 1.

1. Geben Sie die Menge aller Elemente von R an.

2. Wir betrachten das Element a = x? € Zy[z]3. Bestimmen Sie die Zeile der Multipli-
kationstafel des Ringes R, die fiir alle b € Zy[x]3 die Produkte a -r(y) b auflistet.
3. Geben Sie die Menge der Nullteiler in R an.

Hinweis: p € Zs[x]s mit grad(p) # 0 heiit Nullteiler, falls es ein g € Zs[x]3 mit
grad(q) # 0 gibt, so dass gilt p r) ¢ = 0.




