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Hausaufgabe 1 (4 Punkte)
Seien A und B Mengen. Man zeige:

1. Die Mengen A\ B, B\ A und A N B sind paarweise disjunkt und es gelten die
Gleichungen

AUB=(A\B)U(B\A)U(ANB)=(AAB)U(ANDB).

2. Falls A und B endlich sind, dann gilt die Implikation

A\ B| < |A|—|B] = BCA.

Hausaufgabe 2 (4 Punkte)

Sei M eine 3-elementige Menge, d.h. |[M| = 3. Sei R eine (beliebige) bindre Relation
itber M,d. h. RC M x M.

1. Sei Ry = R°U R' U R?. Zeigen Sie R? C R, !
Ist Ry transitiv? Begriindung!
2. Geben Sie eine Relation S iiber einer 4-elementigen Menge M’ an, so dass

Sy = S%U ST U S? nicht transitiv ist.

Hausaufgabe 3 (4 Punkte)

Den folgenden aussagenlogischen Ausdruck bezeichnen wir mit F":
p=(g=r)={p=q9=r.

1. Bestimmen Sie die Semantik von F' als boolesche Funktion (Wahrheitsfunktion)
durch Angabe der zugehorigen Wahrheitswerttabelle.

2. Konstruieren Sie eine zu F' dquivalente konjunktive Normalform.

3. Ist F' allgemeingiiltig? Begriindung!



Hausaufgabe 4 (4 Punkte)

Fiir alle n € Ny definieren wir

1+v5\ [1-v5)
(5 (59

1. Zeigen Sie mit direktem Beweis fiir alle n € N die Gleichung

Ln+1 = Ln + Ln—l .

2. Man zeige mit vollstdndiger Induktion, dass L,, fiir jedes n € Ny eine natiirliche
Zahl ist.

Hausaufgabe 5 (4 Punkte)

1. Gilt die Mengengleichheit O(n?) = O(n®)? Beweisen Sie Thre Aussage!
2. Wahr oder falsch: 2-3" € O(3 - 2") ? Beweisen Sie Ihre Antwort!

3. Sei 20" = {27(M: f(n) € O(n)}. Gilt O(2") = 2°™? Beweisen Sie Ihre Aussage!



Hinweis: Auf den Ubungsblittern in diesem Semester wird es grundsétzlich die drei Aufga-
bentypen Vorbereitungsaufgabe, Tutoraufgabe und Hausaufgabe geben. Die als Vorbereitung

bezeichneten Aufgaben dienen der hduslichen Vorbereitung der Tutoraufgaben. Tutoraufgaben
werden in den Ubungsgruppen bearbeitet. Dabei wird die Lésung der Vorbereitungsaufgaben
vorausgesetzt. Die Vorbereitungsaufgaben werden in der Zentraliibung unterstiitzt.

Vorbereitung 1

Wir betrachten pradikatenlogische Formeln mit Prédikaten iiber dem Universum R.

1. Wir nehmen an, dass fiir einstellige Pridikate P und ) die folgende Aussage gilt:
B2)[P(x)] A (vo)[P(x) = Q)]
Man zeige, dass dann (3z)[Q(z)] folgt.
2. Wir nehmen an, dass fiir ein 3-stelliges Pridikat P die folgende Aussage F' gilt:
(Vo Jy Vz) [P(z,y, 2)] .

Man leite eine prianexe pradikatenlogische Formel her, die zu = F dquivalent ist.

Vorbereitung 2

1. Direkter Beweis:
Geben Sie fiir die folgende Aussage einen direkten Beweis an.

Das arithmetische Mittel b = %2?21 a; von n Zahlen a;, 1 <1 < n bleibt unveran-
dert, falls die Folge der a; mit beliebig vielen b's erweitert wird, d. h.

n

b:%iZai = n—im (Zai + m-b) )

=1

2. Indirekter Beweis:
Es seien m,n, k € N natiirliche Zahlen mit m > n - k.
Zeigen Sie: Verteilt man m Hamster auf n Kéfige, so befinden sich in mindestens
einem Kafig £ + 1 oder mehr Hamster.

Fiihren Sie einen indirekten Beweis, indem Sie annehmen, in allen Kéfigen wiirden
sich nach einer Verteilung weniger als k£ 4+ 1 Hamster befinden.

3. Schubfachprinzip:
Lassen sich obige Aussagen auch mit dem ,,Schubfachprinizip“ beweisen?

Vorbereitung 3
1. Man zeige: (logn?)? € o(2""").

2. Sei f(r) = a,z" + ap_12" ' + ...+ a1 + ag mit a; € R.
Man zeige f(z) = O(z").



Vorbereitung 4

Sei S = (S,0) eine Halbgruppe. Dann nennen wir ein Element x € S vertauschbar
beziiglich o, falls gilt (Va € S)[aox = z oal. Es sei V(S) die Menge aller beziiglich o
vertauschbaren Elemente von S.

1. Zeigen Sie die Abgeschlossenheit von V(S) unter der Verkniipfung o, d. h.:
z,y e V(S)=zoyec V().

2. Nun nehmen wir an, dass S” eine Gruppe mit Einselement 1 ist. Zeigen Sie, dass die
Unterhalbgruppe (V(S), oy(s)) von S’ dann ebenfalls eine Gruppe ist.

3. Sei S’ wieder eine Gruppe mit Einselement 1.
Ist V(S) ein Normalteiler von S’ ? Begriindung!

Vorbereitung 5

Sei M eine endliche Menge und z = (ag,a1,...,aa-1) ein |[M|-Tupel mit paarweise
verschiedenen a; € M. Dann ist die Abbildung 7, : M — M mit 7.(a;) = a(i41) mod |M|
ein Zyklus der Ldange |M| mit Basis M und Darstellung z. Fir jeden Zyklus 7 bezeichne
M (m) die Basis von 7. Man kann . als zyklische Nachfolgerbildung in M auffassen.

1. Wie viele Darstellungen besitzt ein Zyklus der Lénge 37
Welchen Zyklus stellt z = (4,1, 3,2) dar und welche Basis hat der Zyklus?
Welche verschiedenen Darstellungen hat 7,2 ? Ist 7% ein Zyklus ?

Zyklen p, o heilen disjunkt, falls M (p) N M (o) = @ gilt, d.h., falls deren Basismengen
disjunkt sind. Eine Menge Z von paarweise disjunkten Zyklen heif3t Zyklenpartition. Dabei
bildet die Menge der Basismengen P; = {M(7); 7 € Z} eine Mengenpartition der Ver-
einigung der Basismengen M(Z) = (U, ., M (7). Wir sagen, dass Z eine Zyklenpartition
der Menge M(Z) ist.

Sei Z eine Zyklenpartition von [n|. Dann ist eine bijektive Abbildung fz : [n] — [n]
gegeben fiir alle 7 € [n] durch

fz(i) =m(i), falls i€ M(m)und 7 € Z.

2. Zyklenpartitionen werden héaufig durch eine Folge z; 25 . . . z; von Zyklusdarstellungen
z; definiert, wobei die Reihenfolge der z; in der Folge keine Rolle spielt.

Sei Z = (4,5,1)(3)(2) eine Zyklenpartition.
Beschreiben Sie die Abbildung f extensional!

3. Eine Funktion f sei gegeben durch die folgende Matrixdarstellung.
f= 123456789
~\8 16 2795 43)"
Berechnen Sie {f%(2)|: € N}, {f(3)|7 € N}, {f(5)]i € N}!

Bestimmen Sie eine Zyklendarstellung von f, d.h. eine Zyklenpartition Z von [9],
so dass f(i) = fz(7) fir alle i € [9] gilt!



Vorbereitung 6

Ganze Zahlen a,b € Z nennt man kongruent modulo m, mit m € N, i.Z. a = b (modm),
falls sich @ und b um ein ganzzahliges Vielfaches von m unterscheiden, d.h., falls es ein
k € 7Z gibt, so dass a = b+ k-m gilt. Diesen Zusammenhang kann man der Definition
der Operation mod : Z x N — Z zugrunde legen: b = a mod m gilt genau dann, wenn
a = b(modm) und gleichzeitig 0 < b < m gilt.

Zeigen Sie fiir alle a,b € Z und m € N:

a = a mod m (modm), (1)
(a+b) modm = [(a modm)+ (b modm) mod m, (2)
(a-b) modm = [(a modm)-(b mod m)] modm. (3)

In enger Beziehung zur mod-Operation steht die ganzzahlige Division a-+m zweier Zahlen
a € Z,m € N. Es gilt
a=(a<+m)-m+(a mod m).

Berechnen Sie: (i) 5+ 4, (ii) (=5) + 4, (iii) (—x) + 1.
Tutoraufgabe 1

Wir betrachten pradikatenlogische Formeln fiir Pradikate iiber dem Universum R.

1. Seien P und @ einstellige Préadikate, fiir die die folgenden Aussagen gelten:
G)[P(x)] A Go)[P(r) = Q)]
Man zeige, dass dann nicht notwendigerweise (3z)[Q(x)] gilt.
2. Fir Funktionen f,¢: Ny — R wird f(n) € w(g(n)) wie folgt definiert:
fn) ew(g(n)) <= (Ve>03ngeNVn >ng)[[f(n)| >c-g(n) = 0].

Man leite eine prianexe pridikatenlogische Formel fiir die Aussage f(n) € w(g(n))
her und zeige die Erfiillbarkeit der erhaltenen Formel mit einem Beispiel.

Tutoraufgabe 2

1. Widerspruchsbeweis:
Sei S eine endliche Menge und f : .S — S. Man zeige durch Widerspruchsbeweis die
Implikation

f surjektiv. = f injektiv.

2. Schubfachprinzip:
Nehmen wir an, dass jeder der 520000 Einwohner von Hannover zwei Namensinitia-
len besitzt aus einem 26-elementigen Alphabet. Dabei bilden die zwei Initialen einer
Person ein (geordnetes) Buchstaben-2-Tupel.

Zeigen Sie: Es gibt in Hannover 3 Personen mit gleichen Initialen, die am gleichen
Tag des Jahres (365 Tage) Geburtstag haben.



Tutoraufgabe 3

Es sei G = (5, 0,e) eine Gruppe mit genau 4 Elementen e, a,b,c € S, in der speziell fiir a
gilt a? = e mit dem neutralen Element e.

1. Geben Sie zwei verschiedene Gruppen mit obiger Eigenschaft an, indem Sie die
zugehorigen Verkniipfungstabellen konstruieren.

2. Zeigen Sie, dass es keine weiteren Gruppen mit obiger Eigenschaft gibt.

Tutoraufgabe 4

Wir betrachten die folgenden Permutationen p; der Menge [6] C N in Zyklendarstellung
und beziehen uns dabei auf die Schreibweisen in Vorbereitungsaufgabe 2.

p=(1,5,4,6)(2) (3), p2=(2,5,1)(3) (4) (6),
ps = (3,5,2) (1) (4) (6) pa=(4,5,3)(1)(2) (6) .
1. Geben Sie eine Zyklendarstellung der Permutation p an, die durch Komposition der

p; wie folgt definiert ist:
P=PpP1oP2°P3OPy-

2. Bestimmen Sie die kleinste Potenz k > 0, so dass (p; o ps)¥ gleich der identischen
Abbildung id ist (Vz(id(z) = x)).

Tutoraufgabe 5

Zeigen Sie, dass im Folgenden Algebren A = (S, 0) definiert werden, die beziiglich des
bindren Operators o eine Gruppe bilden.

1. Sei S =R\ {—1} und fiir alle z,y € S

roy=x+y+xy.

2. Seil<neNund S =27"={pe€Z,; ggT(p,n) = 1}. osei gleich der Multiplikation
ganzer Zahlen modulo n.



