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1. Ubungsbetrieb: Neuerungen

Freier Arbeitsraum fir DS Teilnehmer
jeden Freitag, 12.30 - 16 Uhr, Seminarraum 03.11.018.

In zwangloser Folge werden Tutoren anwesend sein, mit denen man
Fragen und Probleme diskutieren kann.
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2. Thema: Quiz: Rechnen modulo n

Wir rechnen in Zg in 3 Minuten, schriftlich!

Wieviel ist:
1-1=__| 2.2=_1] 3-3=__] (=3)=__
2= | 2 (-B)=_| 3'=_| (-3)3=_
1-2¢=_1 2-(0-5)=_1| 57'=_| (-7):7=_

Zusatzfrage: Besitzt 6 ein Inverses 671 ?
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Losung:
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2.1 VA 1, Abstrakte Ringe

Beweisen Sie:

@ Es gibt bis auf Isomorphie genau einen Ring
R=(S,®,®,0,1) mit drei Elementen, d.h. S ={0,1,a}.

Insbesondere also muss R isomorph sein zum Ring
<Z3a +3,3; O? 1>

Erinnerung: Sei R = (S, ®,®,0,1) ein Ring. Nach Vorlesung ist
(S, ®,0) eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0 und
(S,®,1) ist ein Monoid mit neutralem Element 1.

AuBerdem gelten die beidseitigen Distributivgesetze.

Fiir Ringe mit mehr als einem Element gilt stets 1 # 0.

Der Ring ist kommutativ, falls die Multiplikation kommutativ ist.
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Beweis:

Eine Gruppe mit 3 Elementen ist notwendigerweise zyklisch,
denn die Ordnung eines Elements ungleich dem Neutralen kann,
nach dem Satz von Lagrange, nicht 2 sein,

weil dann 2 Teiler der Gruppenordnung 3 sein miisste.

Jedes Element ungleich dem neutralen Element erzeugt die
Gruppe. Die Verkniipfungstafel fiir & lautet deshalb wie folgt.

Dass diese Verkniipfungstafel eine Gruppe definiert, ergibt sich aus
der Isomorphie zu (Zs, +3).
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Auch die Verkniipfungstafel fiir die Multiplikation ergibt sich
zwingend wegen

acva=(1sl)o(lal)=1alalal=1

wie folgt:
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Dass alle Ringaxiome erfiillt sind, zeigt man wiederum mithilfe der
Isomorphie auf den Ring (Zs, +3,3,0,1).

Es folgt, dass R ein Ring ist.

Die Eindeutigkeit von R ist eine Konsequenz der Herleitung, denn
die Verkniipfungstafeln hatten sich zwingend ergeben.
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@ Der Ring R = (S,®,®,0,1) mit drei Elementen ist ein
Korper.
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Beweis:

R ist genau dann ein Kérper, wenn (S\ {0}, ®, 1) eine
kommutative Gruppe ist.

Zum Beweis geniigt der Hinweis auf die Isomorphie mit
(Zs3,+3,3,0,1), weil (Zy,,+n,n,0,1) bekanntlich ein Korper ist,
wenn n eine Primzahl ist.

Wir geben aber auch einen direkten Beweis an, wie folgt.
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Direkter Beweis:

Wir streichen aus der Verkniipfungstafel die Zeile bzw. Spalte der
Multiplikation mit 0 und erhalten.

2 O
Q ==
— Q|

Offenbar definiert die Multiplikation eine Gruppe.
Sie ist isomorph zu (Za, +2).
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Definition:
Es heiBe y € S\ {0} co-Nullteiler von 2 € S\ {0}, falls x © y = 0.

Beispiel: In Zg sind 2,4,6 co-Nullteiler von 4.

@ Sei t, die Anzahl der co-Nullteiler eines Ringelementes
x € S\ {0} eines endlichen, kommutativen Ringes
<S7 @7 ®7 0’ 1>

Dann ist t; + 1 ein Teiler der Anzahl n = |S| aller
Ringelemente.
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Beweis:

Sei Ny ={yeS\{0}; z®y=0}.

Wir zeigen, dass N, U {0} eine additive Untergruppe von (S, &)
bildet.

e Es gilt offensichtlich 0 € N, U {0}.
@ Abgeschlossenheit: Seien y,z € N, U {0}.
Danngilt 20 (y®2) =20y ® x©2=0,d.h.
y®z € N, U{0}.
@ Inverse sind enthalten: Sei y € N, U {0}.
Danngilt 20 (-y) =—2z®y=0,d.h. —y € N, U{0}.
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Da N,U{0} eine additive Untergruppe von (S, ®) ist,
gilt nach dem Satz von Lagrange,

dass t, +1 = |N, U {0}| ein Teiler von |S] ist,
w.z.b.w.

Bemerkung:

Die Konsequenz der Aussage in dieser Teilaufgabe ist, dass
jeder endliche kommutative Ring,

dessen Anzahl von Elementen eine Primzahl ist,
notwendigerweise auch ein Korper ist!
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2.2 VA 2, Euklidscher Algorithmus

Mit R = Zs[z]| bezeichnen wir den Ring aller Polynome iiber einer
Variablen 2 mit Koeffizienten aus dem Koérper (Zs, +3,-3) der
ganzen Zahlen modulo 3.

Seien a(z),b(x) € R gegeben durch

a(z) = 2°+221 4223 42241,
b(z) = 22+22+1.

@ Bestimmen Sie Polynome 73(z), r3(x), q1(z), ¢2(x) € R mit
grad(rs(z)) < grad(r2(x)) < grad(b(x)), so dass die
folgenden Gleichungen gelten.

r2(z) = alz) —q(z)-b(z),
r3(z) = b(x) —qa(z) - r2(2).
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Losung:

q1(z) erhdlt man durch Division von a(z) durch b(x) mit Rest

ro(x).

Ausfiihrung der Division:

a(x) b(x)
- ——N
20t 4228 2241 (div) 2342241 = 28
— (25 + 25 + %)
—d+ 22t + a4+ a? +1 — 22
_ (_1,5 _ $4 _ SEQ)
234222 + 1 +1
— (¥ 422 +1) q(r) = 2+222+1
2?2 = ro(x)
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Entsprechend erhélt man ga(z)
durch Division von b(x) durch ro(x) mit Rest r3(z).

= 2%+ 2 23 2%+ 1,

a(z)

bz) = 23+224+1,
qz) = 23+22° 41,
ro(z) = a7,
@) = z+1,
rg(x) = 1.
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@ Bestimmen Sie ein Polynom ¢(x) € R moglichst hohen
Grades, das ein gemeinsamer Teiler von a(x) und b(x) ist.

Losung:
Gesucht ist also der groBte gemeinsame Teiler von a(z) und b(z).
Das gesuchte Polynom ist ¢(z) = r3(z) = 1.

Begriindung:
b(x) ist nicht durch ry(z) ohne Rest teilbar.
Aber ry(x) ist ohne Rest durch r3(z) = 1 teilbar.
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2.3 VA 3, Partialbruchzerlegung

Bestimmen Sie Polynome a(z), b(x) € Q[z], so dass gilt

2+ a(x) b(x)

(:v2+1)(a:2+2)_1‘2+1+x2+2'
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Losung:

Bringt man die Briiche der rechten Gleichungsseite auf einen

gemeinsamen Nenner, so erhdlt man durch Vergleich der Zahler die
Gleichung

a(z)(z®+2) +b(z) (2 +1) =22+ z.

Zur Lésung der Gleichung wahlen wir den Ansatz

a(z) =a1x+ay und b(z) =bix + by
und erhalten
a(z)(x? +2) + b(z) (2% + 1)

= a12® + apr? + 2a11 + 2a0 + b1z + bor? + biz + by
= (a1 + b))z + (a0 + bo)x? + (2a1 + b))z + (2a0 + bo) .
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Durch Koeffizientenvergleich gewinnt man

ar+ b
ag + bo
2a1 + by
2a0 + b

Die Losung ist

a1:1, a():—l, b1=—1, b0=2.
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2.4 VA 4, Division in Zs[z]

Gegeben seien die Polynome a(z) = 2* + 2% +3 und
b(z) = 322 + 4 aus dem Polynomring Zs[z] iiber dem Kérper Zs.

@ Wie viele Elemente enthilt die Menge Rgp.q(;) aller Polynome
r(z) € Zs[x]
mit grad(r) < grad(b)?

@ Bestimmen Sie Polynome ¢(z),r(x) € Zs[z], so dass gilt
a(x) = q(x)-b(x) + r(x) mit grad(r) < 2.
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Wie viele Elemente enthalt die Menge Ry .q(;) aller Polynome
r(x) € Zs[x] mit grad(r) < grad(b) ?

Losung:

|Rp| = 25.

Polynome hochstens vom Grad 1 sind durch 2 Koeffizienten

bestimmt. Fiir jeden Koeffizienten gibt es 5
Belegungsmoglichkeiten.
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Bestimmen Sie Polynome ¢(z),r(x) € Zs[z], so dass gilt
a(xz) = q(x)-b(x) + r(x) mit grad(r) < 2.
Losung:
Division:
a(z) b(z)
—
zt+ 23+ 3 (div) 32244 = 222
— (2% + 32?)
3+ 22243 +2x
— (2% +32)
222 + 2z +3 +4
- (222 +1) q(r) = 22%+2x+4
20 +2 =r(x)
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2.5 VA 5, Restklassenringe

Wir betrachten den Ring R = Z3|x].

Beachten und nutzen Sie im Folgenden die Isomorphie zwischen
(Z3[x]/(g), +,-) und (Z3[Z]graq(g)> +g:g). die fiir alle g € R durch
die Abbildung [f]; — Remgy(f) gegeben ist.

Wir schreiben gelegentlich p € Zs[z]/(g) fiir p € Z3[]graq(y)-

Sei g(z) = 22 + 22 + 1.
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@ Bestimmen Sie alle Elemente des Rings Z3[x]/(g).

@ Bestimmen Sie die Spalten der Additions- und
Multiplikations-Verkniipfungstafeln zum Element
[z + 2]y € Zs[z]/(9).

© Berechnen Sie Polynome p(x) € Zs[x] und r(z) € Zs[z]2 mit
der Eigenschaft

stz +1=px) (2®+22+1)+7r(2).

Q Ist der Restklassenring Zs[z]/(g) ein Korper? Begriindung!
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Bestimmen Sie alle Elemente des Rings Z3[x]/(g).

Losung:

Wir stellen die Elemente des Rings Zs3[x]/(x? + 2x + 1) durch die
Reste in Zs[z], dar.
Es gilt

Zs[x]a ={0,1,2,x,x + 1,2 + 2,22,2x + 1,22 + 2} .
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Bestimmen Sie die Spalten der
Additions- und Multiplikations-Verkniipfungstafeln

zum Element [z + 2], € Z3[x]/(g).
Losung:

+ o 1] 2 | & |a+1| 242 |2z|22+1 2242
42 || o422z | o+l 2242 22 [224+1| 2 | O 1

(o] 1 | 2 |&z|a+l|a+2]|2z|20+1 | 2242
e+2 [0 z+2 [ 2c+1 |2 |a+1] 22 | 1| = |2242
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Berechnen Sie Polynome p(x) € Zs[x] und r(z) € Zs[z]2 mit der
Eigenschaft

stz +1=p) (2 4+2z+1) +7r(z).

Losung:

Es gilt p(x) = 2% + x und 7(z) = 1.
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Ist der Restklassenring Z3[x]/(g) ein Korper? Begriindung!

Losung:

Der Restklassenring Z3[x]/(x? 4+ 2z + 1) ist kein Kérper, weil er
nicht nullteilerfrei ist. Es gilt

(z4+1)-(z+1) =2 +22+1=,0.
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2.6 VA 6, Fouriertransformation: Komplexe Zahlen

Wir betrachten den Korper C der komplexen Zahlen.
Es sei i € C mit i? = —1.

Zeigen Sie, dass fiir jedes n € N die komplexe Zahl s
eine multiplikative Untergruppe W, von C erzeugt,
die isomorph ist zu Z,.

Stellen Sie W,, in der GauBschen Zahlenebene dar
und machen Sie sich klar, was in lhrer Darstellung
die Multiplikation in W,, bedeutet.
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Losung:
C ist zusammen mit der Multiplikation keine Gruppe.

Gleichwohl gibt es Teilmengen von C, die zusammen mit der
Multiplikation eine Gruppe bilden. Wir sprechen in diesem Fall von
multiplikativen Untergruppen von C.

Eine maximale multiplikative Untergruppe in C ist C\ {0}.

Trivialerweise bildet auch {0} zusammen mit der Multiplikation
eine Untergruppe.
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Eine multiplikative Untergruppe von C,
die irgendein von 0 verschiedenes Element enthilt,
kann die 0 nicht enthalten.
Wegen e # 0 sind deshalb die
21

von e n erzeugten multiplikativen Untergruppen

gleichzeitig Untergruppen der multiplikativen Gruppe C\ {0}.
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Sei _
W, ={(en)*; kez} CC\{0}.

W, ist die von e erzeugte (zyklische) multiplikative
Untergruppe von C\ {0}.

Nun gilt
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Die Abbildung
k(27i)

¢(e n ) =kmodn

ist eine Isomorphie von W,, auf Z,, wegen

ke (2mi) by (2mi)
px-y) = ¢le n e n
(K +hy)(270)
= ¢le n

= (kg +ky)modn
= ¢(x) +n oY) -

)
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In der GauBschen Zahlenebene liegen die Elemente von W,, auf
einem Kreis von Punkten mit Abstand 1 zum Nullpunkt.

. T . . .. k@mi)
Die Multiplikation einer komplexen Zahl z mit e =

k(27i)
z-e m
bedeutet dann eine Drehung des Vektors z um den Winkel k(i”)

im Gegenuhrzeigersinn (bei positivem k).
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2.7 VA 7, Erweiterter Euklidscher Alg.

Bestimmen Sie mit dem erweiterten Euklidschen Algorithmus einen
groBten gemeinsamen Teiler der Polynome

2% — bt + 423 + 222 — 122 + 10 und 22 — 1. Die Polynome
werden im Ring Q[x] betrachtet.
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Losung:

Wir fiithren die Auswertung der Formeln von Hand aus mit
Buchfiihrung in einer Tabelle, zun&dchst ohne die Spalten fiir die
Erweiterung des Euklidschen Algorithmus.

ko | ria T @k

k=1 (2®° =52t +423+222—122+10) (22—1) (23—5x2+5x—3)
k=2 | (z2-1) (=Tz+7) (—z—1)

k=3 | (—7z+7) 0

Einen groBten gemeinsamen Teiler der Polynome lesen wir mit
rg = (—7x 4 7) aus der Tabelle ab.
Durch Normierung erhalten wir den normierten gg7' mit x — 1.
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Die Erweiterung des euklidschen Algorithmus ist zwar fiir die
Berechnung des ggT" nicht notwendig, die Aufgabenstellung
verlangt dies aber.

ko || ax | e e my g,
k=1| (23522 +52-3) | |1 0 0 1
k=2 || (—fz—1) 1 —~(a®—ba?+5x—3)

Wir erhalten mit p := 2® — 52* 4 423 + 222 — 122 + 10 und
2
q =x“—1

99T (p,q) = —Tx+7=1-p— (2° — 52> + 52 — 3) - ¢.
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