4.8 Summation und Differenzenoperator

4.8.1 Direkte Methoden

1. Indextransformation:
Sei 7 > 0, dann gilt:

k—i=n k=n-+i n+i
E ak—§ ag = § ap—i = E Ap—i = E Ap—g
k—i=m k=m+1 k=m+i
Diskrete Strukturen 4.8 Summation und Differenzenoperator

@©Ernst W. Mayr



Beispiel 195

n
Sa=0-a+l-a+2-a+--+n-a=Y k-a
k=0

Indextransformation: &k — n — k

n

S, ZZ(n—k)-a

k=0
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Beispiel (Forts.)

also:
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2. Induktion
Beispiel 196

k=1
Nach Berechnen einiger Werte
Sp=1 So =4 S3=9
vermutet man:
S, = n?
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Beispiel (Forts.)
Behauptung:
S, =n

Beweis durch vollstindige Induktion:
Induktionsanfang: n =1 trivial

Induktionsschluss: n— n +1

Sns1 =50 +2-(n+1) — 1802 +2-n+1=(n+1)
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Beispiel 197

Seien a1, as,...,a, € RT.
Das arithmetische Mittel A der a;:

Das geometrische Mittel G der a;:

Das harmonische Mittel H der a;:

Wir wollen zeigen: G < A.
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Beispiel (Forts.)
Beweis durch vollstindige Induktion:
Induktionsanfang: n = 1 trivial, n = 2 durch Einsetzen:

(GSA) <~ < al-a2§a1;ra2>

<~ (4&1 cag < (a1 + a2)2)
<— (0 < a12 — 2aja9 + a22 = (a1 — a2)2)

Induktionsschluss:
Wir zeigen:
(Pn/\P2) :>Pn+1
Sei

1 n+1

- a; .
n+1 Z ‘
=1
Es gilt:
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Beispiel (Forts.)
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Beispiel (Forts.)
Eine zweite Beweisvariante verwendet ein etwas ungewéhnliches Induktionsverfahren!
Wir zeigen den Induktionsanfang wie oben und dann fiir den Induktionsschluss:

Q@ P= P

Q@ (P, NAPy) = Py,
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Beispiel (Forts.)
O Sei

Damit:
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Beispiel (Forts.)

Q Es gilt:
2n n 2n
[[ai= (H ai] | 11 @
i=1 i=1 i=n+1
n n 2n n
2( a) oy o
i=1 n i=n+1 n
n w 2n w n
i 7
i=1 i=n+1
2n on 2n
P(1ENa; 1
< — — = R a
i=1 i=1
= PQn

Diskrete Strukturen 4.8 Summation und Differenzenoperator
@©Ernst W. Mayr



4.8.2 Differenzenoperator

Definition 198
Sei f eine Funktion von Z nach C. Der Operator

mit E(f)(z) := f(z + 1) heiBt Translationsoperator.
A f—= A(f)

mit A(f)(x) := f(x + 1) — f(z) heiBt (Vorwarts-)Differenzenoperator.
V:f—=V(f)

mit V(f)(x) := f(x) — f(x — 1) heiBt (Rickwarts-)Differenzenoperator.
Mit I als dem Identitdtsoperator, (also I(f) = f) gilt damit

A(f) = (E=D(f)

V() =T -ET)
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Beispiel 199
Sei a € Ny:
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EY(f)(@) = (EoEo---0E)(f)(x) = f(z +a)

~

\
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Beobachtungen:
Seien P, () Operatoren € {E,I,A,V}, sei a € C.
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(P+Q)(f +9) = P(f) + Pg) £ (Q(f) + Q(9))

(@P)(f) = - P(f)

4.8 Summation und Differenzenoperator




Satz 200
Aus (4) folgt:

Beweis:
Klar. O
Beispiel 201
A?(z3) :22:(—1)2—’“(2)15’ =0-2+8=6
=0 o k
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4.8.3 Fallende Fakultat

Definition 202
Sei n € N. Dann gilt: xf;‘é N

r—n '
Damit fiir n = —1 ,, formal*:
=l 1
x+1
Und fiir n ersetzt durch —n:
x—n—i—l
—n _
v r+n
n._ 1
(x4+1)(x+2) - (x+n)
(x—=1(x—2)---(x—n)
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Lemma 203
Fiir alle n € Z gilt:
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Beweis:
(Wir zeigen nur 1.)

oen>0:
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Az

=(x+1)% -z
=(z4+1)-2"t—(z—n+1) 2n=L
=l
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Beweis (Forts.):

o n < 0. Setze m := —n:
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A= = (z + 1) — 2=
1 1

(e +2)(x+3) - (r+m+1) (1) (z+m)
(D) —(x4+m+1)
(41D (z+m 1)

= —m.p=—m-L
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