Uberlegung: Jede k-Menge aus N ergibt k! k-Permutationen. Also

(Z) k= nk
(W) =5 == ()

Eine k-Mengenpartition ergibt

oder:

kL S

geordnete k-Mengenpartitionen (Die Klassen sind (beliebig) untereinander geordnet,
aber nicht in sich!).
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2. Zahlpartitionen
Eine geordnete Zahlpartition ist gegeben durch

Non=n+no+...+ng ni,...,np €N
Betrachte folgende graphische Darstellung:

.|.’.|.---.|.|.|.
4

n
Wahle aus den n — 1 Trennstellen & — 1 aus. Jede der (Z:i) WahlImaoglichkeiten ergibt
eine eindeutig bestimmte geordnete k-Zahlpartition und umgekehrt.

(:21)

lhre Anzahl ist also
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4.3 Multimengen

Beispiel 169
M:={1,2,2,3,5,5,5}  |M|="1

Satz 170

Die Anzahl der k-Multimengen (also Multimengen der Kardinalitit k) aus N
(IN| =n) ist

Kl k!

(n—i—k—l) _nE_ (n+k—1E
L —
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Beweis:
Sei 0.B.d.A. N ={1,...,n}. Betrachte eine Multimenge {a1,as,...,a;} der
Kardinalitat k. Sei 0.B.d.A. a1 < as < --- < ag. Definiere die Ersetzung f:

ai aj Z 1

as az +1

as as + 2

f Do

ag ar+k—-1 <n+k-1
Das Ergebnis unter f ist eine Menge C [n + k — 1]. Die Anzahl der Moglichkeiten auf
der rechten Seite betragt ("Hg_l), und die durch f gegebene Zuordnung ist
offensichtlich bijektiv. O
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Andere Beweisvariante:

Beweis:
01 02 10
OO0Oe0O0Cee@e@O:--- O e0
12 34 n—1 n

Von n + k Kugeln werden k schwarz gefarbt; die erste darf nicht schwarz gefarbt
werden. Also bleiben n weiBe Kugeln iibrig, darunter die erste.

Jede dieser weiBen Kugeln z3hlt nun als sooft ausgewahlt, wie unmittelbar rechts
davon schwarze Kugeln stehen. Es werden also aus n weiBen Kugeln k ausgewahlt (mit
Wiederholung). O

Diskrete Strukturen 4.3 Multimengen
@©Ernst W. Mayr



Beispiel 171

Darstellung zu obigem Beispiel:

Zugehorige Multimenge:
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4.4 Anzahl von Abbildungen

Betrachte Funktionen von N (Urbildraum) nach R (Bildraum), |N| = n,|R| = r mit
n,r € Ny.
Die Anzahl beliebiger Abbildungen N — R ist

,,,JL

Die Anzahl der injektiven Abbildungen N — R ist
rt,
Die Anzahl der surjektiven Abbildungen N — R (, geordnete r-Mengenpartitionen von
N*")ist
rl Sy

)
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Die Gesamtzahl der Abbildungen N — R ist

= 1" =) # der surjektiven Abbildungen N — A
ACR

<

= Z # der surjektiven Abbildungen N — A

k=0 ACR
|Al=k
" T
= 5 (k‘ k! n k 5 Sn k- 747
k=0
n
= Sup-rE dark=0firk>r.
k=0
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4.5 Zusammenfassende Darstellung

N seien n Tennisballe, R seien r Schachteln: , balls into bins"

beliebig | injektiv | surjektiv | bijektiv (n = r)

N unterscheidbar "

n . 1 —p!
R unterscheidbar " " rte S e
N nicht unterscheidbar i (r) (n_l) 1
R unterscheidbar n! n r—=1
N unterscheidbar T
R nicht unterscheidbar k; Sn | Loder 0 Sus !
N nicht unterscheidbar r
R nicht unterscheidbar 2. Poj | 1 oder 0 Por 1
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4.6 Abzahlen von Permutationen
4.6.1 Stirling-Zahlen der ersten Art

Definition 172
Die Stirling-Zahl der ersten Art

Sn,k
gibt die Anzahl der Permutationen € S,, mit genau k Zyklen an.
Einfache Beobachtungen:
Q firallen e N:

n
E Sp = n!
k=1
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n!

sp1=(n—-1)= -
(3

n
Snn—1 = <2>
Q
Spm =1

(5)

S =0fiirk>n>0

Man setzt weiterhin:
500: =1 spp:=0firneN s,,=0firnecNyk<O0.
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