Operationen fiir Binomial Queues:

@ FindMin: Diese Operation ist trivial ausfiihrbar, denn es ist ein
Pointer auf das minimale Element gegeben.

Zeitkomplexitat: O(1)
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Operationen fiir Binomial Queues:

@ ExtractMin:Das Minimum ist auf Grund der Heapbedingung
Wourzel eines Binomialbaums By, in der Liste. Wird es gel6scht,
so zerfillt der Rest in k Teilbdume By, B1,...,Br_1:

AN

k Kinder
By, By, ..., Bk

Die Teilbdume By, B, ..., Bi_1 sind alle zur verbleibenden
Queue zu mergen. AuBerdem muss der Min-Pointer
aktualisiert werden.

Der Zeitaufwand fiir die ExtractMin-Operation ist daher:

O(logn)
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Operationen fiir Binomial Queues:

@ Delete: Losche Knoten z:

1. Fall: z ist Min-Wurzel: s.o.
2. Fall: z ist eine andere Wurzel in der Wurzelliste. Analog zu oben,

ohne den Min-Pointer zu aktualisieren.
3. Fall: x ist nicht Wurzel eines Binomialbaumes.
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Angenommen, z ist in einem B}, enthalten:
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Es ergeben sich im 3. Fall folgende Unterfalle:
(3a) x ist Wurzel von B;:

Verfahre wie im 2. Fall.
(3b) z ist nicht Wurzel des B;:

B;
Wiederhole rekursiv Fall 3, bis Fall (3a) eintritt.
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Insgesamt muss die Binomial Queue ohne B mit einer aus einer
Teilmenge von {By, ..., Bi_1} bestehenden Binomial Queue
vereinigt werden.

Zeitkomplexitat: O(logn)
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Operationen fiir Binomial Queues:

@ DecreaseKey: Verkleinere k(x)
1. Fall: « ist die Min-Wurzel: keine Strukturdnderung notig

2. Fall: z ist eine andere Wurzel: keine Strukturédnderung nétig, gef.

Aktualisierung des Min-Pointers
3. Fall: Sonst wie Delete(z), aber Einfiigen/Merge des Baumes mit
Wurzel z und dem neuen reduzierten Schliissel k(x) in die

Wourzelliste.

‘ Zeitkomplexitat: O(logn)
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Satz 46

Binomial Queues haben fiir die Operationen Insert, Delete,
ExtractMin, FindMin, Merge und Initialize jeweils
worst-case-Kosten von

O(logn).
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Die urspriingliche Literatur zu Binomial Queues:

[ Jean Vuillemin:
A data structure for manipulating priority queues,
Commun. ACM 21(4), pp. 309-315 (1978)

[d Mark R. Brown:
Implementation and analysis of binomial queue algorithms,
SIAM J. Comput. 7(3), pp. 298-319 (1978)
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5.2 Fibonacci-Heaps
Vorbemerkungen:

@ Fibonacci-Heaps stellen eine Erweiterung der Binomial Queues
und eine weitere Moglichkeit zur Implementierung von Priority
Queues dar. Die amortisierten Kosten fiir die Operationen
Delete() und ExtractMin() betragen hierbei O(logn), die fiir
alle anderen Heap-Operationen lediglich O(1).

Natiirlich kdnnen die worst-case-Gesamtkosten fiir n Insert
und n ExtractMin nicht unter Q(nlogn) liegen, denn diese
Operationen zusammengenommen stellen einen
Sortieralgorithmus mit unterer Schranke Q(nlogn) dar.
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Vorbemerkungen:

@ Die Verwendung von Fibonacci-Heaps erlaubt eine
Verbesserung der Komplexitat der Algorithmen fiir minimale
Spannb3ume sowie fiir Dijkstra’s kiirzeste Wege-Algorithmus,
denn diese verwenden relativ haufig die
DecreaseKey-Operation, welche durch Fibonacci-Heaps billig
zu implementieren ist. Bei einem Algorithmus, bei dem die
Delete- und ExtractMin-Operationen nur einen geringen Anteil
der Gesamtoperationen darstellen, kdnnen Fibonacci-Heaps
asymptotisch schneller als Binomial Queues sein.
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5.2.1 Die Datenstruktur

@ Die Schliissel sind an den Knoten von Baumen gespeichert.
@ Jeder Knoten hat folgende GroBen gespeichert:

o Schliissel und Wert
e Rang (= Anzahl der Kinder)

o Zeiger zum ersten Kind, zum Vater (NIL im Falle der Wurzel),

zu doppelt verketteter Liste der Kinder
o Markierung € {0,1} (auBer Wurzel)

Bemerkung: Die doppelte Verkettung der Kinder- bzw.
Wourzellisten in Heaps erlaubt das Ldschen eines Listeneintrages in
Zeit O(1).
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Binomial-Queue vs. Fibonacci-Heap:

EADS

Beide sind Walder von Biaumen, innerhalb derer die
Heap-Bedingung gilt.

a priori keine Einschrankung fiir die Topologie der Baume,
aber ohne Delete- oder DekreaseKey-Operationen (u.3.)
bleibt ein Binomialwald ein Binomialwald und ein
Fibonacci-Heap ein Wald aus Binomialbdumen.

Fibonacci-Heaps kennen keine Invariante der Form ,,Nur
Baume verschiedenen Wurzel-Rangs".

Fibonacci-Heaps: lazy merge.

Fibonacci-Heaps: lazy delete.

5.2 Fibonacci-Heaps
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Uberblick:
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Operationen | worst case | amortisiert
Insert O(1) O(1)
Merge O(1) o(1)
FindMin O(1) o(1)
DecreaseKey O(n) o(1)
Delete O(n) O(logn)
ExtractMin O(n) O(logn)
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Linken von Baumen:

Zwei Baume desselben Wurzel-Rangs werden unter Einhaltung der
Heap-Bedingung verbunden. Sind k1 und ko die Wurzeln der zwei
zu linkenden B3aume, so wird ein neuer Baum aufgebaut, dessen
Wurzel bzgl. der Schliissel das Minimum von k7 und ks ist. Sei dies
ko, dann erhdlt der Baum mit Wurzel ko als zusatzlichen
Unterbaum den Baum mit Wurzel k1, d.h. der Rang von ko erhoht
sich um 1.

k
k1> ko >

AN =

Dies ist gerade der konstruktive Schritt beim Aufbau von
Binomialbdumen.
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Zur Verbesserung der amortisierten Zeitschranken:
Kaskadierendes Abschneiden:

@ Ein Knoten ist im , Anfangszustand”, wenn

i) er durch einen Linkschritt Kind eines anderen Knotens wird
oder
i) erin die Wurzelliste eingefiigt wird.

Sein Markierungsbit wird in jedem dieser Falle zuriickgesetzt.
@ Wenn ein Knoten ab seinem Anfangszustand zum zweitenmal

ein Kind verliert, wird er samt seines Unterbaums aus dem
aktuellen Baum entfernt und in die Wurzelliste eingefiigt.

@ Der kritische Zustand (ein Kind verloren) wird durch Setzen
des Markierungsbits angezeigt.
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Algorithmus:

co z verliert Kind oc
while = markiert do
entferne © samt Unterbaum
entferne Markierung von x
fige x samt Unterbaum in Wurzelliste ein
if P(z)=NIL then return fi
x:= P(zx) co (Vater von z) oc
od
if = nicht Wurzel then markiere z fi
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Operationen in Fibonacci-Heaps:

@ Insert(x): Fiige By (mit dem Element ) in die Wurzelliste ein.
Update Min-Pointer.

Kosten O(1)

@ Merge(): Verbinde beide Listen und aktualisiere den
Min-Pointer.

Kosten O(1)

© FindMin(): Es wird das Element ausgegeben, auf das der
Min-Pointer zeigt. Dabei handelt es sich sicher um eine
Wurzel.

Kosten O(1)
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Operationen in Fibonacci-Heaps:

Q Delete(z)

i) Falls 2 Min-Wurzel, ExtractMin-Operator (s.u.) benutzen
ii) Sonst:

fiige Liste der Kinder von z in die Wurzelliste ein; |6sche z
if P(z)=NIL then return fi co z ist Wurzel oc
while true do
x = P(x)
if P(x)=NIL then return fi co z ist Wurzel oc
if Markierung(z)=0 then Markierung(x):=1; return
else
hdnge x samt Unterbaum in Wurzelliste
entferne Markierung von z (da = nun Wurzel)
fi
od

‘ Kosten: O(1 + #kask. Schnitte) ‘
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Operationen in Fibonacci-Heaps:

@ ExtractMin(): Diese Operation hat auch Aufraumfunktion und
ist daher recht kostspielig. Sei x der Knoten, auf den der
Min-Pointer zeigt.

entferne = aus der Liste

konkateniere Liste der Kinder von x mit der Wurzelliste

while 3 > 2 Baume mit gleichem Wurzel-Rang ¢ do
erzeuge Baum mit Wurzel-Rang ¢ + 1

od

update Min-Pointer
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Man beachte, dass an jedem Knoten, insbesondere jeder Wurzel,
der Rang gespeichert ist. Zwar vereinfacht dies die
Implementierung, doch miissen noch immer Paare von Wurzeln
gleichen Rangs effizient gefunden werden.
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Wir verwenden dazu ein Feld (Array), dessen Positionen je fiir
einen Rang stehen. Die Elemente sind Zeiger auf eine Wurzel
dieses Rangs. Es ist garantiert, dass ein Element nur dann
unbesetzt ist, wenn tatsichlich keine Wurzel entsprechenden Rangs
existiert. Nach dem Entfernen des Knoten x aus der Wurzelliste
fiigen wir die Kinder eines nach dem anderen in die Wurzelliste ein
und aktualisieren in jedem Schritt die entsprechende Feldposition.
Soll eine bereits besetzte Position des Arrays beschrieben werden,
so wird ein Link-Schritt ausgefiihrt und versucht, einen Pointer auf
die neue Wurzel in die nachsthohere Position im Array zu
schreiben. Dies zieht evtl. weitere Link-Schritte nach sich. Nach
Abschluss dieser Operation enthalt der Fibonacci-Heap nur Bdume
mit unterschiedlichem Wurzel-Rang.

‘Kosten: O(max. Rang + #Link-Schritte) ‘
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Operationen in Fibonacci-Heaps:

@ DecreaseKey(z,A):
entferne x samt Unterbaum
fiige  mit Unterbaum in die Wurzelliste ein
k(x) := k(z) — A; aktualisiere Min-Pointer

if P(z)=NIL then return fi co z ist Wurzel oc
while true do
x = P(x)
if P(x)=NIL then return fi co z ist Wurzel oc
if Markierung(z)=0 then Markierung(z):=1; return
else

hdnge x samt Unterbaum in Wurzelliste
entferne Markierung von = (da x nun Wurzel)
fi
od

‘ Kosten: O(1 + #kask. Schnitte) ‘
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Bemerkung:

Startet man mit einem leeren Fibonacci-Heap und werden
ausschlieBlich die aufbauenden Operationen Insert, Merge und
FindMin angewendet, so konnen nur Binomialbdume enstehen. In
diesem natiirlichen Fall liegt also stets ein Binomialwald vor, der
jedoch i.a. nicht aufgerdumt ist. Das heiBt, es existieren ev.
mehrere Binomialbdume B; desselben Wurzelgrads, die nicht
paarweise zu B;;1-Bdaumen verschmolzen sind.

Dies geschieht erst bei der Operation ExtractMin. Man beachte,
dass nur nach einer solchen Operation momentan ein Binomial
Heap vorliegt, ansonsten nur ein Binomialwald.

Treten auch DecreaseKey- und/oder Delete-Operationen auf, so
sind die Baume i.a. keine Binomialbdume mehr.
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5.2.2 Amortisierte Kostenanalyse fiir Fibonacci-Heaps
Kostenanalyse fiir Folgen von Operationen:
i) Summieren der worst-case-Kosten ware zu pessimistisch. Der
resultierende Wert ist i.a. zu groB.
i) average-case:
e Aufwand fiir Analyse sehr hoch
e welcher Verteilung folgen die Eingaben?

o die ermittelten Kosten stellen keine obere Schranke fiir die
tatsachlichen Kosten darl!

iii) amortisierte Kostenanalyse:

average-case-Analyse iiber worst-case-Operationenfolgen
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Definition 47

Wir fiihren fiir jede Datenstruktur ein Bankkonto ein und ordnen
ihr eine nichtnegative reelle Zahl bal, ihr Potenzial (bzw.
Kontostand) zu. Die amortisierten Kosten fiir eine Operation
ergeben sich als Summe der tatsdchlichen Kosten und der
Verinderung des Potenzials (Abal), welche durch die Operation
verursacht wird:

t; = tatsichliche Kosten der i-ten Operation
Abal; = bal; — bal;_1 : Verdnderung des Potenzials durch
die i-te Operation
a; = t; + Abal; : amortisierte Kosten der i-ten Operation

m = Anzahl der Operationen
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Falls bal,, > baly (was bei baly = 0 stets gilt):

Em: a; = Em:(tl + Abali) = Em:ti + bal,, — baly > Em:ti
=1 =1 =1 =1

In diesem Fall sind die amortisierten Kosten einer Sequenz eine
obere Schranke fiir die tatsachlichen Kosten.
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Anwendung auf Fibonacci-Heaps:
Wir setzen

bal := # Baume + 2#(markierte Knoten # Wurzel)

Lemma 48

Sei x ein Knoten im Fibonacci-Heap mit Rang(x) = k. Seien die
Kinder von x sortiert in der Reihenfolge ihres Anfiigens an x. Dann
ist der Rang des i-ten Kindes > 1 — 2.
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Beweis:
Zum Zeitpunkt des Einfiigens des i-ten Kindes ist Rang(z) =i — 1.

Das einzufiigende i-te Kind hat zu dieser Zeit ebenfalls Rang i — 1.

Danach kann das i-te Kind hochstens eines seiner Kinder verloren
haben
= Rang des i-ten Kindes > i — 2.
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Satz 49

Sei = Knoten in einem Fibonacci-Heap, Rang(x) = k. Dann
enthélt der (Unter-)Baum mit Wurzel x mindestens Fj,_ o
Elemente, wobei F}. die k-te Fibonacci-Zahl bezeichnet.

Da
Fryo > ®F

fiir ® = (14 /5)/2 (Goldener Schnitt), ist der Wurzelrang also
logarithmisch in der BaumgrdBe beschrinkt.

Wir setzen hier folgende Eigenschaften der Fibonacci-Zahlen Fj,
voraus:

Flrp > O fiir & = 1 +2‘/5 ~1,618034
k
Frop=14+)> F.
=0
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