3.5 Gerichteter Pfad

Definition 291
Eine Folge (ug, u1,...,u,) mit u; € V firi =0,...,n heiBt
gerichteter Pfad, wenn

(Vie{0,...,n—1}) [(Ui,uz‘_i,_]_) € A].

Ein gerichteter Pfad heiBt einfach, falls alle u; paarweise
verschieden sind.
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3.6 Gerichteter Kreis

Definition 292

Ein gerichteter Pfad (ug,u1, ..., u,) heiBt gerichteter Kreis, wenn
Uy = Unp.

Der gerichtete Kreis heiBt einfach, falls ug, w1, ..., unp—1 alle
paarweise verschieden sind.
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3.7 dag

Definition 293

Ein Digraph, der keinen gerichteten Kreis enthilt, heiBt directed
acyclic graph, kurz dag.

In einem dag heiBen Knoten mit In-Grad 0 Quellen, Knoten mit
Aus-Grad 0 Senken.

Eine Nummerierung i : V — {1,...,|V|} der Knoten eines dags
heiBt topologisch, falls fiir jede Kante (u,v) € A gilt:

i(u) <i(v).
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Beispiel 294
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Algorithmus zur topologischen Nummerierung:

while V#¢ do
nummeriere eine Quelle mit der ndchsten Nummer
streiche diese Quelle aus V

od
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3.8 Zusammenhang

Definition 295
Ein Digraph heit zusammenhingend, wenn der zugrundeliegende
ungerichtete Graph zusammenhangend ist.

3.9 Starke Zusammenhangskomponenten

Definition 296 )
Sei G = (V, A) ein Digraph. Man definiert eine Aquivalenzrelation
R CV xV wie folgt:

es gibt in G einen gerichteten Pfad von w nach v

kv { und einen gerichteten Pfad von v nach u.

Die von den Aquivalenzklassen dieser Relation induzierten Teilgra-
phen heiBen die starken Zusammenhangskomponenten von G.
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Beispiel 297
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4. Durchsuchen von Graphen

Gesucht sind Prozeduren, die alle Knoten (eventuell auch alle
Kanten) mindestens einmal besuchen und méglichst effizient sind.

4.1 Tiefensuche, Depth-First-Search
Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph, gegeben als Adjazenzliste.

Diskrete Strukturen 4.1 Tiefensuche, Depth-First-Search
@©Ernst W. Mayr



algorithm DFS
void proc DFSvisit(node v)

visited[v] := true
prelv] := ++precount

for all u € adjacency_list[v] do
if not visited[u] then
typel(v,u)] := ’Baumkante’
parent[u] := v
DFSlevel[u]

DFSvisit(u)
elsif u # parent[v] then
typel[(v,u)] := ’Riickwirtskante’

fi

od
post[v] := ++postcount

end proc

DFSlevel[v]+1
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Fortsetzung

co

Initialisierung: oc

for all v €V do
visited[v] := false
prelv] := post[v] :=0

od

precount := postcount := 0
for all v €V do
if not visited[wv] then

DFSlevel[v] := 0
parent[v] := null
DFSvisit(w)

fi

Diskrete Strukturen
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Beispiel 298 (gestrichelt sind Riickwartskanten)
DFS-Level:

Praorder-Nummer:
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Beispiel (Fortsetzung)
Postorder-Nummer:
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Beobachtung: Die Tiefensuche konstruiert einen Spannwald des
Graphen. Die Anzahl der Bdume entspricht der Anzahl der
Zusammenhangskomponenten von G.

Satz 299
Der Zeitbedarf fiir die Tiefensuche ist (bei Verwendung von
Adjazenzlisten)

oIV +El) -

Beweis:
Aus Algorithmus ersichtlich.

Diskrete Strukturen 4.1 Tiefensuche, Depth-First-Search
@©Ernst W. Mayr




Tiefensuche im Digraphen: Fiir gerichtete Graphen verwendet
man obigen Algorithmus, wobei man die Zeilen

elsif u # parent[v] then
typel[(v,u)] := ’Riickwidrtskante’
fi

ersetzt durch

elsif prelu] > pre[v] then
typel(v,u)] := ’Vorwédrtskante’
elsif post[u] # O then
typel(v,u)] := ’Querkante’
else
typel[(v,u)] := ’Rickwdrtskante’
fi
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Beispiel 300 (Praorder-Nummer)

1 11
2 8 PL 12 13
Baumkante
3 ; / 14 / Riickwartskante
N 9 > / Vorwartskante
/ Querkante
4 5 .7 1 5.
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4.2 Breitensuche, Breadth-First-Search

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph, gegeben mittels
Adjazenzlisten.
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algorithm BFS
for all v €V do

touched[v] := false
bfsNum[v] := 0
od
count 0
queue %)
for all v € V do
if not touched[v] then
bfsLevel[v] := 0
parent[v] := null
queue .append (v)
touched[v] := true
while not empty(queue) do
v := remove first(queue)
bfsNum[u] := ++count
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Fortsetzung
for all w € adjacency_list[u] do
if not touched[w] then
type[(u,w)] := ’Baumkante’
parent[w] := u
bfsLevel[w] := bfsLevel[u]+1
queue . append (w)

touched[w] := true
elsif not w = parent[u] then
typel(u,w)] := ’Querkante’
fi
od
od
fi
od
end
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Beobachtungen:

@ Die Breitensuche konstruiert einen Spannwald.

@ Der Spannwald besteht genau aus den Baumkanten im
Algorithmus.

@ (u,v) ist Querkante = ‘bstevel(u) - bstevel(v)| <1
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Satz 301

Der Zeitbedarf fiir die Breitensuche ist (bei Verwendung von
Adjazenzlisten)

O(IVI+IE) .
Beweis:
Aus Algorithmus ersichtlich. O
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4.3 Matroide

Definition 302

Sei S eine endliche Menge, U C 2° eine Teilmenge der
Potenzmenge von S. Dann heift M = (S,U) ein Matroid und
jedes A € U heiBt unabhangige Menge, falls gilt:

Q@0eU
Q@ AcU BCA =— BeU
o

ABeU, |B|=|A+1
— (axeB\A)[(Au{x}) GU]

Jede beziiglich C maximale Menge in U heiBt Basis.

Nach 3. haben je zwei Basen gleiche Kardinalitat. Diese heiBt der
Rang r(M) des Matroids.
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Beispiel 303

Linear unabhingige Vektoren in einem Vektorraum.

Beispiel 304
G sei folgender Graph:

S = Menge der Kanten von GG
U = Menge der kreisfreien Teilmengen von S
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4.4 Greedy-Algorithmus
Sei M = (S,U) ein Matroid, w : S — R eine Gewichtsfunktion.

algorithm greedy(S,U,w)
B := ¢
while (|Bl<r(M)) do
seiz e {yeS\B;BU{y} €U} mit
minimalem Gewicht
B := BU{z}
od
end
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Satz 305

Der Greedy-Algorithmus liefert eine Basis minimalen Gewichts.
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Beweis:

Aus der Definition des Matroids (1.) folgt, dass die leere Menge ()
eine unabhangige Menge ist.

Aus 3. folgt, dass in der while-Schleife wiederum nur unabhiangige
Mengen generiert werden.

Daher ist B am Ende des Algorithmus eine Basis (da
inklusionsmaximal). Es bleibt zu zeigen, dass die gefundene Basis
minimales Gewicht besitzt.

Sei also B = {b1,...,b,} die vom Algorithmus gelieferte Basis. Sei
b1, ..., b, die Reihenfolge der Elemente, in der sie der
Greedy-Algorithmus ausgewahlt hat. Dann gilt

w(by) <w(by) < ... <w(by).
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Beweis (Forts.):

Sei weiter B’ = {b/,...,b.} eine minimale Basis, und es gelte
0.B.d. A.
wb)) <w(dh) < ... <wb).

Sei i € {1,...,7}. GemaB Eigenschaft 3 fiir Matroide folgt, dass es

ein b/ € {b},...,b,} gibt, so dass {b1,...,bi—1,'} € U.

Damit ist w(b;) < w(b}) (fir alle ¢), und daher wegen der
Minimalitit von B’

w(b;) = w(b}) fiir alle 7 .
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4.5 Minimale Spannbdume

Satz 306

Sei G = (V, E) ein zusammenhangender, ungerichteter Graph,
F C 2F die Menge der kreisfreien Teilmengen von E. Dann ist
M = (E, F) ein Matroid mit Rang |V'| — 1.

Beweis:
Es sind die drei Eigenschaften eines Matroids zu zeigen.
@ 0 ist kreisfrei und daher in F' enthalten.

@ Ist A kreisfrei und B eine Teilmenge von A, dann ist auch B
kreisfrei.

Diskrete Strukturen 4.5 Minimale Spannbdume
@©Ernst W. Mayr



Beweis (Forts.):

© Sind A und B kreisfrei, |B| = |A| + 1, dann existiert ein
b € B, so dass AU {b} kreisfrei ist:

Wir betrachten die Wialder (V, A) (mit |A| Kanten und

|V| — |A| Zusammenhangskomponenten) und (V, B) (mit |B|
Kanten und |V| — | B| Zusammenhangskomponenten). Diese
Bedingungen lassen zwei Moglichkeiten zu:

@ Es existiert eine Kante e in B, die zwei
Zusammenhangskomponenten in (V, A) verbindet. Damit ist
AU {e} kreisfrei.

@ Alle Kanten in B verlaufen innerhalb der
Zusammenhangskomponenten in (V, A). (V, A) besitzt jedoch
eine Zusammenhangskomponente mehr als (V, B). Daher muss
es eine Zusammenhangskomponente in (V, A) geben, deren
Knoten nicht in (V| B) auftauchen, was einen Widerspruch

darstellt.
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Kruskals Algorithmus:

algorithm kruskal
sortiere E aufsteigend: w(e;) <
F :=90
2 =0
while |F|<|V|-1 do
i ++
if FU{e;} kreisfrei then
F := FU{e;}
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Satz 307
Kruskals Algorithmus bestimmt (bei geeigneter Implementierung)
einen minimalen Spannbaum fiir G = (V, E) in Zeit

O(|E| - log(IV]) ).

Beweis:

Die Korrektheit folgt aus Satz 306.

Zur Laufzeit:

Die Sortierung von E nach aufsteigendem Gewicht bendtigt

O(12|- 1og(|E]) ).
z. B. mit Heapsort oder Mergesort.
Da |E| < (|V])?, gilt auch

O(|B|-1og (V1) )
als Zeitbedarf fiir das Sortieren.
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Implementierung des Tests auf Kreisfreiheit:

Reprasentation der Zusammenhangskomponenten:

Feld Z: Z[i] ist die Zusammenhangskomponente des Knoten 1.
Feld N: N[j] ist die Anzahl der Knoten in der
Zusammenhangskomponente j.

Feld M: M{j] ist eine Liste mit den Knoten in der
Zusammenhangskomponente j.

co Initialisierung oc
for all 2 € V do

Z[<] := =

N[z] :=1

M[%] := (4)
od

co Test auf Kreisfreiheit oc
seie :={4i,j5}
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Fortsetzung
co FU{e} kreisfrei & Z[41#Z[j5] oc
if Z[41#Z[5] then
if N[Z[41] <= N[Z[5]] then
BigSet := Z[j]
SmallSet := Z[4]
else
BigSet := Z[z]
SmallSet := Z[j]
fi
N[BigSet] := N[BigSet] + N[SmallSet]
for all k € M[SmallSet] do
Z[k] := BigSet

od
hénge M[SmallSet] an M[BigSet] an
fi
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Beweis (Forts.):
Zeitbedarf fiir den Test: O(1) fiir jede Abfrage, damit dafiir

insgesamt
O(|E|).

Zeitbedarf fiir das Umbenennen der Zusammenhangskomponenten:
Nach jedem Umbenennen befindet sich ein Knoten in einer
mindestens doppelt so groBen Zusammenhangskomponente. Daher
ist die Anzahl der Umbenennungen je Knoten < log(|V|). Fiir das
Umbenennen aller Knoten benétigt man dann

O(v|-1og(IV1)).
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