Satz 184 (Vandermonde-ldentitat)

T+Y\ [z ‘ Y
("7 )—Z(k) (,V,) nemayec

Beweis:

Seien zunichst z,y € N.

Zur Verdeutlichung sei z. B. x die Anzahl der Wahlmanner der
Demokraten und y die Anzahl der Wahimanner der Republikaner.
(*¥) ist dann die Anzahl der Mdglichkeiten, aus (z + y)
Wahlmannern n auszuwihlen. Dementsprechend ist (i) die Anzahl
der Moglichkeiten, aus © Demokraten k auszuwdahlen, und (nﬂk)
die Anzahl der Moglichkeiten, aus y Republikanern (n — k)
auszuwahlen.

Damit iiberlegt man sich leicht, dass die Formel fiir z,y € N gilt.
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Beweis (Forts.):

Erweiterung auf z,y € C: Setze y = const. Damit stehen links und

rechts ein Polynom n-ten Grades in x:

() = pr()

Fir z € Z gilt:
pi(z) —pr(z) =0

Dieses Polynom hat unendlich viele Nullstellen. Nach dem
Fundamentalsatz der Algebra ist dann

pi(z) —pr(z) =0

Das heiBt, p;(z) und p,(x) sind identisch.

Diskrete Strukturen 4.7 Abzdhlkoeffizienten
@©Ernst W. Mayr




4.7.2 Stirling-Zahlen der ersten Art

Lemma 185
Mit den zusitzlichen Festlegungen
s00 =1
und
Spe=0 kE<0,n>0
gilt:
Spk = Sn—1h-1+(M—1) 5514 Vn,k > 0.
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Beweis:
Fiir Permutationen auf {1,...,n} mit k Zyklen gilt:
Entweder: n bildet einen Zyklus der Lange 1:

Permutation auf
{1,...,n—1}
mit (k — 1) Zyklen

Dafiir gibt es s,,_1 1 Moglichkeiten.
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Beweis (Forts.):

Oder: n ist in einem Zyklus der Lange > 2 enthalten.
Streiche n aus dieser Permutation:

Permut:tion auf
{1,...,n—1}
mit k& Zyklen

Die + bezeichnen Stellen, an denen n gestrichen worden sein
kénnte (immer hinter der jeweiligen Zahl, da (*x-- - %) zyklisch mit
(#---*¥) identisch ist). Dafiir gibt es n — 1 mégliche Stellen.
Damit ergeben sich hier (n —1)s,,_;  Méglichkeiten.

Die beiden Falle sind disjunkt, also konnen die Moglichkeiten
addiert werden. O
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Stirling-Dreieck der ersten Art

Spk|0 1 2 3 4 5 6
0 |1

10 1

2 [0 1 1

3 (0 2 3 1
410 6 11 6 1

5 (0 24 50 35 10 1
6 [0 120 274 225 85 15 1

Sk = Sn—1k—1+M—1) 514

Diskrete Strukturen 4.7 Abzihlkoeffizienten
@©Ernst W. Mayr

Vn,k >0




Es gilt:

(Vn e N) [m” =

Beweis:
(Vollsténdige Induktion)
Induktionsanfang: n =0

k:O
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Z(_l)n—k Snk .%'k

k=0

SOk X —800—1
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Beweis (Forts.):
Induktionsschluss: n— n +1

gL = (z —n) . 2
1A - n—k k
Do) 3 s
k=0
n

= Z(—l)n_k'H . <3n,k—l +n- 5n,k> b
k=0

n+1
=3 ()" s 2
k=0
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4.7.3 Stirling-Zahlen der zweiten Art

Lemma 186
Es gilt:
Vn,k € No Spp=Sn—1k—1+k-Sn_1k.

Beweis:

Sei N ={1,...,n}.

In einer Partition von N in k Teilmengen gilt
entweder: {n} tritt als solches in der Partition auf:

NllﬂNQ&J"-LﬂNk_l&J{’I’L}

Partition von
{1,...,n—1}
in (k — 1) Teilmengen

= Sp—1,k—1 Moglichkeiten
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Beweis (Forts.):
oder: n ist in einem N; mit > 2 Elementen enthalten:

NiWNoW... N
Streiche n. Betrachte:

ND\ {n} 8N\ {n} W, ¥ Ni \ {n}

Partition von {1,...,n — 1} in k Klassen

= Sp—1,x Moglichkeiten. n kann an einer von k Stellen entfernt
worden sein:

= insgesamt k - S,,_; , Mdglichkeiten in diesem Fall. O
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Stirling-Dreieck der zweiten Art

Sek|0 1 2 3 4 5 6
0 |1

101

2 10 1 1

3 /01 3 1
4101 7 6 1

5 10 1 15 25 10 1
6 |0 1 31 90 65 15 1

Sn,k = Sn—l,k—l +k- Sn—l,k
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Einige Eigenschaften:

Sn,l -
Sn,Z -

Sn,n—l -

Sn,n -
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Bemerkung:
Es gibt auch andere Notationen fiir die Stirling-Zahlen zweiter Art,

T sl

z.B. in Graham, Knuth, Pataschnik: Concrete Mathematics
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4.7.4 Auflistung von Permutationen

Definition 187

Seien m = (m; Mg -+ my) und 0 = (01 09 -+ Oy) zZwei
Permutationen aus S,,, ™ # o, als Wertevektor geschrieben (d.h.
m; = (i) etc.). Dann heiBt 7 lexikographisch kleiner als o,
geschrieben ™ < o, genau dann, wenn

F1<k<n)(Vl<i<k) [(m =0;) N (1 < ak)} .
Beispiel 188
n=3N=1{1,23}

(123)<(132)<(213)<(231)<(312)<(321)
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Algorithmus zur Auflistung von S, in lexikographischer
Ordnung:

Gegeben: N ={1,2,...,n}

appendlexlist(string praefix, set N)
if N={a} then print(praefix o a)
else
for k€ N in aufsteigender Reihenfolge do
appendlexlist(praefix ok, N\{k})

Aufruf: appendlexlist(A, N)
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Beispiel 189
n=3,N={1,2,3}

(123)<(132)<(213)<(231)<(312)<(321)
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4.7.5 Auflistung von Teilmengen
Sei N=4{0,1,2,...,n—1}, |[N| =n.

Definition 190
Seien A, B C N, A # B. Dann heiBt A lexikographisch kleiner als
B, geschrieben A < B, wenn

max{A A B} € B

Beispiel 191
N ={0,1,2};

2V = {0,{0}, {1}, {1,0},{2},{2,0},{2,1},{2,1,0}}
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Algorithmus zur Auflistung aller Teilmengen in
lexikographischer Ordnung:

@ N ={0,...,n— 1}. Zahle die natiirlichen Zahlen von 0 bis
2™ — 1 in Bindrschreibweise auf, fiille jede Bindrzahl dabei mit
fiihrenden Nullen auf n Stellen auf.

@ Seia=an_1ay_2...a9 ein Element der obigen Folge. Dann
entspricht a die Teilmenge

No = Nu 1o soap = {k EN:0<k<n-—1Aa= 1}
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Algorithmus zur Auflistung aller Teilmengen in

lexikographischer Ordnung, zweite Variante:
Sein € N.

appendlexlist(set praefix, nat n)
for k=0, 1 do

if k=1 then praefix:=praefix U {n} fi

if n =0 then print(praefix)
else

appendlexlist (praefix, n —1)
fi

od
end

Aufruf: appendlexlist(f), n — 1)
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4.7.6 Gray-Codes
Definition 192

Ein Gray-Code GC'(n), n € N, ist eine Permutation (g, ..., gon_1)

der Worter in {0, 1}", so dass sich zwei aufeinanderfolgende
Woérter g; und g;+1, fiir alle ¢ =0,...,2" — 1, in genau einer
Position unterscheiden.

GC(n) heiBt zyklischer Gray-Code, falls die Bedingung auch fiir

gon_1 und gg gilt.
GC(1) :=(g91,0,911) = (0,1)
GC(n+1):= (O “9n,0:0Gniy- .50 gpon_1,
1-gnon—1,...,1gno)

Beispiel 193
GC(3) = (000 001 011 010 110 111 101 100)
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Lemma 194
@ GC(n) hat Linge 2™.
2] {gn,07 s agn,Q”—l} = {0, l}n

© fiir alle k unterscheidet sich gy ;. von gy (k11)mod2n in genau
einem Bit.

Beweis:
Folgt direkt aus der Definition. O
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4.8 Summation und Differenzenoperator

4.8.1 Direkte Methoden

1. Indextransformation:
Sei 7 > 0, dann gilt:

k—i=n k=n+i n—+i
Z%—Zak— doowi= Y aki= Y ke
k—i=m k=m+i k=m-1i
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Beispiel 195

n
Sp=0-a+1-a+2-a+--+n-a=Y k-a
k=0

Indextransformation: & — n — k

n

Sn:Z(n—k‘)-a

k=0
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Beispiel (Forts.)

Sp

also:
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k=0 k=0
n-a "
== 1
k=0
n-(n+1) n+1
= a = - a
2 2
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