Bemerkung: F is nach Lemma 144 und anschlieBender Bemerkung
eine Bijektion.

Lemma 147

Fiir a,b € C™ gilt

F(a*b) =F(a)- F(b).

[Bem.: Hierbei ist die Dimension der DFT > dem Grad von Pz zu
wahlen, w entsprechend!]

Beweis:
Es gilt

=,

F(@) - F(b) = (Pz(1)P;(1), Ps(w) Py(w), ..., Pa(w" ") Py(w™ "))
= (P«1), PAw), ..., Pe(w" "))
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Idee: Berechne @ * b vermoge F~1(F (@) - F(b)). Die
komponentenweise Multiplikation F'(@) - F(b) benétigt nur O(n)
Operationen.

Jedoch: F ist eine lineare Abbildung F(@) = - d, mit

Q= (wkl)ggl’kgn_l. Die Matrixmultiplikation bendtigt aber Q(n
Operationen (also keine offensichtliche Verbesserung im Vergleich
zur klassischen Polynom-Multiplikation)!

Ausweg: " Divide and Conquer”!!!
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3.5.2 Berechnung der diskreten Fouriertransformation (FFT)

Sei n = 2 eine 2er-Potenz. Zerlege @ = (ag, ..., a,_1) in einen
geraden Anteil dg = (ap,as,...,an—2) und einen
ungeraden Anteil ay = (a1,as3,...,an-1)
Dann gilt:

P@’(x) = P[ig (.’172) + xP,;u (x2) .

Beispiel 148
Sei @ = (1,2,4,8), also P;(x) =1+ 2z + 422 + 8x3. Damit ist
iy = (1,4) und @, = (2,8), also
Ps,(22) + 2Ps, (2?)
=1-(@*)°+4- (@) +a- (2 (2*)°+8- ("))
=1+2-2+4-2+8 2°
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Lemma 149

Ist F%’wz(d’g = (co, ... ,c%_l) und fg,m(%) = (do, .. -

)
so gilt F, (@) = (eq,...,en—1) mit
e; = Py(w")

= Pz, (W?) + w' Pz, (w*)
=c; + widi

enyj = Pa(w? ™)
= Pa, (@) 4 Wiy, (23)
=c; + w%—i—idi

fiiri=0,...,% — 1.

7d%—1)r

Bem.: w? ist primitive 5-te Einheitswurzel. Natiirlich ist w?z = 1.
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Dies liefert folgenden Divide-and-Conquer-Algorithmus:
DFT(d,w)
Eingabe: @ = (ag,...,an_1), n=2F, w

Ausgabe: F, (@) = (eq,...,en—1)

if n=1 then ey :=ag

else
(_]:g = (CLO’ 0,2, ey an_Q)
(_iu = (ala ag,..., a'ﬂfl)
(co,..-,cn1) :=DFT (&g, w?)
(dg, L. ,d%,l) 2=DFT(C_’:uaW2)
for i =0 to §—1 do

e =c + widi
- o4
L= 2 .
ent; ¢ +w2m'd;
endfor
endif
return(eq,...,en_1)
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Satz 150
Der Algorithmus DFT berechnet F,, (@) auf Eingabe n = 2%, @, w
in T'(n) = O(nlogn) Operationen.

Beweis:
Aus dem Algorithmus erhilt man folgende Rekursion

T(n) =2T(n/2) 4+ cn
mit einer Konstante ¢ > 0 und 7'(1) = 1. Mit n = 2* folgt

T(28) =27 (2% 1Y) + en = 2(2T(2572) + en/2) + en
= ... =2T2" Y +ten

Speziell fiir £ = k gilt T(2%) = kc2¥ + 28T (1), und wir erhalten
T(2%) = O(2%k) = O(nlogn). O
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3.5.3 Berechnung der inversen diskreten
Fouriertransformation

Satz 151
Es gilt

1
—1
‘Fn,w - E]:nw—l.

)

Bemerkung: w~! ist ebenso eine primitive n-te Einheitswurzel.
Zum Beweis von Satz 151 bendtigen wir folgendes Lemma:

Lemma 152

Ist w eine primitive n-te Einheitswurzel, so gilt

n—1
E Wk =0
Jj=0

firallek=1,...,n—1.
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Beweis:
Fiir jedes a € C, a # 1, gilt Z?:_ol al =2
ista” =wh" =1, (k=1,...,n—1). O

Nun zum Beweis von Satz 151.

k

Beweis:
Sei €= Fp (@) = (eo, ..., en—1). Wir zeigen, dass gilt:

1 —
ﬁjauw_l&a =a

n—1 n—1
Pw™%) = Zejw_kj = ZP@(wj)w_k]

n—1ln—1
= 2D T ’”—Z Zw = nay,
7=0 =0
denn nach Lemma 152 ist Z] 0 Wl ) =0, faIIs i+ k.
Im Fall i = k gilt Z?:ol W=k — . —
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